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Wstęp 

Publikacja ta stanowi zbiór studiów dotyczących problematyki i oceny wartości po
znawczej modelu potencjału i wykorzystania go w badaniach przestrzenno-ekono
micznych i geograficznych. Składa się z dziesięciu wcześniej opublikowanych frag
mentów książek i artykułów, które dzielą się na dwa zespoły problemowe. 

Pierwszy zespół tworzą prace Z. Chojnickiego i W. Ratajczaka dotyczące pod
staw teoretycznych modelu potencjału, jego różnych koncepcji i sformułowań ma
tematycznych. 

Z. Chojnicki w pierwszej pracy dotyczącej relacji pomiędzy modelem grawi
tacji i potencjału przedstawia powstanie koncepcji tych modeli i ich początkowe 
ujęcia oraz postać i sytuację problemową. W drugiej pracy przechodzi do za
kresu i warunków zastosowania modelu potencjału w odniesieniu do problematyki 
przestrzenno-ekonomicznej, omawiając szereg ujęć potencjału. Określa też jego rolę 
poznawczą. 

W. Ratajczak w trzech pracach przedstawia wzajemne relacje pomiędzy poten
cjałem matematycznym, potencjałem fizycznym (grawitacyjnym) oraz potencjałem 
geograficznym. Wykazuje również, że potencjał geograficzny ma swoją odrębność 
wynikającą głównie z niejednoznaczności takich pojęć, jak: masa, odległość, od
działywanie itp. -stosowanych w naukach przestrzennych. 

Drugi zespół stanowią prace T. Czyż, Z. Chojnickiego i T. Czyż oraz W. Ra
tajczaka o charakterze empirycznym, zawierające zastosowania modelu potencjału 
w badaniach struktury przestrzennej zjawisk społeczno-ekonomicznych. Przegląd 
tych prac otwiera praca T. Czyż, która stosuje potencjał ludności jako systemową 
miarę oddziaływania w analizie struktury regionalnej Polski. Z kolei Z. Chojnicki i 
T. Czyż wykorzystują potencjał działalności naukowej i potencjał aktywności edu
kacyjnej do wyznaczania zasięgu oddziaływania ośrodków naukowych i delimitacji 
makroregionów nauki w Polsce. W następnej pracy T. Czyż przedstawia zróżnico
wanie regionalne Polski na regiony rdzeniowe i obszary peryferyjne, posługując się 
ilorazem potencjału ludności i potencjału dochodu jako wskaźnikiem poziomu roz
woju społeczno-gospodarczego. W dwóch dalszych pracach W. Ratajczak omawia 
zastosowanie modelu potencjału do badania dostępności przestrzennej i koncen
truje uwagę na modelowaniu pola dostępności regionu poznańskiego na podstawie 
potencjału ludności- traktowanego jako wartość oczekiwana dostępności. 

Zbyszka Chojnicki, Teresa Czyż, Waldemar Ratajczak 
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Zbyszko Chojnicki 

Rozwój koncepcji modeli grawitacji 
i potencjału 

Powstanie koncepcji modeli grawitacji potencjału 

Początkowe sformułowania 

Prawdopodobnie pierwsze, chronologicznie rzecz biorąc, sformułowanie koncepcji 
grawitacji w odniesieniu do przestrzennego kształtowania się zjawisk społeczno-eko
nomicznych zostało dokonane przez Careya w pracy "Principles of Social Science" 
opublikowanej w latach 1858-1859. Carey sformułował to następująco: "Prawo 
grawitacji molekularnej stanowi konieczny warunek istnienia istoty ludzkiej ... Im 
większa jest liczba (ludzi) zebranych na danym obszarze, tym większa powstaje tam 
siła przyciągania ... Grawitacja istnieje tutaj, jak wszędzie, wprost proporcjonalnie 
do masy i odwrotnie do odległości" (Carey 1858-1859, vol. I, s. 42). 

Pewną analogię do pojęcia grawitacji wykazuje także sformułowanie "praw mi
gracji" Ravensteina (1885, 1889) 1 . 

Na podstawie danych ze spisu ludności W. Brytanii z 1881 r. ujętych w for
mie sald wynikowych ruchów migracyjnych dla poszczególnych hrabstw Ravenstein 
stwierdza, że ruchy migracyjne ludności kierują się do dużych ośrodków miejskich a 
ich wielkość zmniejsza się wraz z odległością pomiędzy źródłem migracji, a ośrod
kiem "absorpcji". Zależność tę można wyrazić następująco: 

(1) 

gdzie 
Mij -liczba migrantów z j-tego źródła migracji do i-tego ośrodka absorpcji; 
f(Pi) -pewna funkcja liczby ludności i-tego ośrodka absorpcji; 
dij - odległość pomiędzy i a j. 
Modyfikacja powyższej zależności została dokonana przez Younga, który stwier

dził, że względna wielkość migracji do danego miejsca przeznaczenia z każdego z 
kilku źródeł, tj. obszarów migracji, zmienia się w stosunku prostym do "siły atrak
cji" miejsca przeznaczenia i w stosunku odwrotnym do kwadratu odległości mię-

1 Hagerstrand (1957, s. 112) stwierdza, że w Szwecji Anderson (1955a,b) sformułował twier
dzenie o odwrotnej zależności między odległością a wielkością migracji. 
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dzy źródłem migracji a miejscem przeznaczenia (Young 1924). Zależność tę można 
przedstawić w postaci wzoru: , 

- zi 
]\;f ji = k2 (2) 

dji 

gdzie 

1\Jji -względna wielkość migracji z j do i; 
zi - siła atrakcji miejsca przeznaczenia i; 
k - stała proporcjonalności. 

Niezależnie od koncepcji Careya i Ravensteina "prawo popytu i podaży" w 
postaci prawa grawitacji sformułował Janowski w pracy opublikowanej w 1908 r. 
Praca ta nie wywarła wpływu na rozwój i zastosowanie modelu grawitacji w bada
nia~h ekonomiczno-przestrzennych, gdyż nie była znana w literaturze anglosaskiej, 
gdzie koncepcja ta się rozwinęła. 

Jako podstawę teoretyczną dla sformułowania zależności określającej wzajemny 
wpływ między oddaleniem a rozwojem osad i gęstością zaludnienia Janowski przyj
muje analogię między dziedziną fizyki a socjologii2 . Wychodząc z takich przesłanek 
Janowski stwierdza, że układy złożone z osad ludzkich mają odmienną siłę potrzeb' 
zależną m.in. od masy rozumianej jako gęstość zaludnienia i kultury ludności. Kul~ 
tura reprezentuje współczynnik przyciągania zmieniający się wraz z rozwojem. Do
okoła środowisk ludzkich powstaje pewnego rodzaju "pole działania", w którym 
czynne są siły przyciągające przedstawiające natężenie popytu. 

Prezentując jako punkt wyjścia układ stosunków przedstawiony w teorii Thii
nena, Janowski następująco określa stosunek podaży do popytu w danej odległości 
od miasta (1908, s. 30 i dalsze). Skoro podaż produktów rolnychjest proporcjonalna 
do rozmia~ów powierzchni terenu, a powierzchnie kół mają się do siebie tak jak 
kwadraty Ich promieni, czyli odległości, to podaż będzie w odległości 2, 3, 4, 5 km 
odpowiednio 4, 9, 16, 25 razy większa. O ile jednak podaż się zwiększy, o tyle popyt 
pozostanie stały. Zatem stosunek popytu na produkty rolne do ich podaży zmienia 
się odwrotnie proporcjonalnie do kwadratu odległości od miasta. N a podstawie 
tego rozumowania Janowski przyjmuje, że siła wzajemnego oddziaływania dwóch 
miejscowości musi być wprost proporcjonalna do rozmiarów popytu, a odwrotnie 
do kwadratu odległości między nimi, czyli że wynosi: 

gdzie 

m·m· 
!=--~ 

r2 

f- siła wzajemnego oddziaływania, 
m wielkość popytu artykułu w jednej miejscowości, 

(3) 

. 
2 Janowski. (1908, s. 7) pisze: "Nie dowodzą one (analogie) tożsamości zjawisk, pozwalają 

Jednak w badamach socjologicznych korzystać z pojęć i metod nauk przyrodniczych i na ich wzór 
poczynić niektóre waż~e zastosowania". I dalej: "treść w obu przypadkach, światy mogą być różne, 
prawa rząd.ząc~ ~ozwoJem podobne, nawet te same, tym bardziej, że nie są to prawa przedmiotowo 
w naturze IstmeJące, lecz modele, formy poznania naszego zmienności zjawisk". 
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mi -wielkość popytu artykułu w drugiej miejscowości, 
r - odległość. 

g 

Jeżeli oddziałujące na siebie ośrodki reprezentują popyt lub podaż tego samego 
towaru m i mi, a więc mają ten sam znak (-) lub ( + ), to siła ta będzie miała 
charakter odpychający, jeżeli jeden z ośrodków reprezentuje podaż, a drugi popyt, 
to znaki będą przeciwne, a siła będzie miała charakter przyciągający. 

Należy podkreślić, że Janowski nie interpretuje bliżej po jęcia siły oddziaływa
nia, stwierdza jednak, że miernikiem tej siły nie może być cena, gdyż ta jest miarą 
pracy, zawiera w sobie jednak czynnik "siły". 

Mimo że dla poparcia twierdzenia o analogii między tak sformułowanym "pra
wem popytu i podaży" i prawem grawitacji Janowski przytacza dane statystyczne, 
to jednak w zasadzie traktuje to prawo jako logiczne następstwo wyprowadzone 
dedukcyjnie z założonych przesłanek, którego nie da się bliżej skonkretyzować i 
zweryfikować statystycznie. 

Tak więc Janowski dokonuje tu jedynie bezpośredniego tłumaczenia prawa gra
witacji, odwzorowując to prawo, nie identyfikuje jednak podstawowych zmiennych 
i nie konkretyzuje ich w sposób dostatecznie ścisły. 

Odmienne sformułowanie modelu grawitacji w badaniach przestrzenno-ekono
micznych reprezentuje koncepcja "praw grawitacji handlu detalicznego" stworzona 
przez Reilly'ego (1929, 1931). "Prawo" to głosi, że w normalnych warunkach dwa 
miasta, będące ośrodkami handlu detalicznego, przyciągają kupujących z otaczają
cych je miejscowości wprost proporcjonalnie do pewnej potęgi liczby ludności tych 
miast i odwrotnie proporcjonalnie do pewnej potęgi odległości każdego z tych miast 
do tych miejscowości. Zależność tę przedstawia Reilly w postaci: 

(4) 

gdzie 
Ba, Bb -siła atrakcyjna, z jaką miasta A lub B przyciągają kupujących z po
łożonego między nimi miasta I; 
Pa, Pb - liczba ludności miasta A i B; 
Da, Db- odległość miasta A lub B od miasta T; 
N- wykładnik potęgowy liczby ludności; 
n wykładnik potęgowy odległości. 

Reilly dokonał oszacowania obu wykładników potęgowych na podstawie danych 
dotyczących zakupów w handlu detalicznym na obszarach otaczających większe 
miasta w Teksasie (USA), ustalając wielkość wykładnika liczby ludności jako jed-
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n ość, a wykładnika potęgowego odległości jako kwadratu3 . N a tej podstawie Reilly 
przeprowadził obliczenia określające granice oddzielające obszary rynkowe szeregu 
miast amerykańskich i porównał je z granicami ustalonymi na podstawie obserwacji, 
dokonując tym samym pewnej weryfikacji modelu. 

"Prawa" Reilly'ego zmodyfikował Converse (1949), stwierdzając, że główny 

ośrodek handlowy i miasto znajdujące się na jego obszarze rynkowym dzielą za
kupy tego miasta wprost proporcjonalnie do ilości ludności obu miast i odwrotnie 
do kwadratu odległości między nimi o określonym współczynniku bezwładności4 . 
Reprezentuje je równanie: 

!:=(i)·G)' (6) 

gdzie 
Ba - proporcja zakupów dokonywanych przez ludność miasta b w głównym 
ośrodku handlowym, tj. mieście a; 
Bb- proporcja zakupów dokonywanych przez ludność miasta b w tym mieście; 
Pa - ludność głównego ośrodka handlowego a; 
Hb - ludność miasta b; 
d - odległość między miastami a i b; 
x-czynnik bezwładności. 
Analiza materiału statystycznego proporcji zakupów dokonywanych na terenie 

stanu Illinois (USA) wykazuje, że czynnik bezwładności wynosi 4; przy dużym zaś 
kontraście wielkości między głównym ośrodkiem handlowym a pewnym miastem 
na jego obszarze wynosi 1,5. 

"Prawa" grawitacji demograficznej J.Q. Stewarta 

Sformułowane przez Stewarta "prawa" grawitacji demograficznej mają postać ana
logiczną do pojęcia siły, energii i potencjału grawitacyjnego fizyki Newtonowskiej 
(Stewart 1948, Stewart 1947a,b, oraz dalsze prace). Podstawą dla tych sformu
łowań było z jednej strony wykrycie przez Stewarta empirycznych regularności 
dotyczących wpływu ludności na odległość podobnych do wŻoru P /D Zipfa, a z 

3 Po przyjęciu wielkości wykładnika N= l, Reilly (1929, s. 49-50) wyliczył wielkość wykład
nika n na podstawie wzoru 

n= 

l 
BaPb 

og--
BbPa 

Db . 
log

Da 

(5) 

Wielkość n dla 255 miast w Teksasie waha się w granicach 1,51- 2,50, na podstawie czego Reilly 
przyjął, że wykładnik ten jest kwadratowy. 

4 Por. również wcześniejsze prace tego autora (1943, 1946). Sprawdzianem modelu (6) zajął 
się także Reynolds (1953), stosując w tym celu metodę najmniejszych kwadratów i wyznaczając 
wielkości parametru b w równaniu D = b log P, które stanowi uogólnioną wersję wzoru Converse'a. 
Analiza ta przeprowadzona dla siedmiu grup towarów i usług wykazała znaczne wahania od przy
jętego przez Converse'a wykładnika w postaci pierwiastka kwadratowego. Zastosowanie analizy 
wariancyjnej wykazuje, że zmienna ludności w wysokim stopniu wyjaśnia wariancję log D. 
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drugiej strony przyjęcie poglądu, że w naukach społeczno-ekonomicznych należy 
analogicznie do praw fizyki budować prawa w postaci funkcji, wykorzystując w 
tym celu niektóre pojęcia i twierdzenia fizyki5

. 

Wychodząc z tych założeń, Stewart przyjmuje, że wzajemne oddziaływanie, ja
kie zachodzi w przestrzeni między zbiorowościami ludzkimi odpowiada relacjom do
tyczącym wzajemnego odziaływania mas fizycznych. W ujęciu takim przestrzenne 
zespoły jednostek ludzkich są "masą", a podstawową relacją zależność analogiczna 
do prawa grawitacji Newtona (Stewart 1948, s. 32 i dalsze). 

Prawo grawitacji Newtona może być wyrażone za pomocą trzech różnych sfor
mułowań matematycznych, które dotyczą pojęcia siły, energii i potencjału grawi
tacyjnego. Sformułowania te przedstawiają się następująco. 

Załóżmy, że cząstka masy M znajduje się w punkcie A w odległości d od drugiej 
cząstki masy m położonej w punkcie a. 

Wówczas: 
l) siła F działająca na każdą z mas, przyciągając je do siebie wzdłuż linii łączącej 

je, ma następującą wielkość: 

(7) 

gdzie G jest stałą, tzw. stałą grawitacyjną; sformułowanie to jest oryginalnym 
twierdzeniem Newtona; 

2) wzajemna energia dwóch mas w polu grawitacyjnym E wynosi: 

E= GMm. 
d ' 

3) potencjał grawitacyjny VA, który masa m wytwarza w punkcie A, wynosi: 

a potencjał VA, który masa M wytwarza w a, wynosi: 

Pojęcie potencjału było po raz pierwszy wprowadzone przez Lagrange'a. 
Porównanie równań (9) i (10) z równaniem (8) pozwala stwierdzić, że 

2E = MVA + mVa. 

(8) 

(9) 

(lO) 

(11) 

Gdy zamiast dwóch tylko cząstek rozpatrzy się wiele mas rozmieszczonych w 
przestrzeni, powyższe równania stosuje się do każdej pary cząstek. Całkowity po
tencjał w danym punkcie jest sumą oddzielnych potencjałów. Jeżeli rozmieszczenie 

5 Sformułowanie empirycznych regularności zawarte jest w: Stewart (1941a,b, 1942); progra
mowane tezy "fizyki społecznej" zawarte są w Stewart (1950a, 1952). Por. Zipf (1946a,b). 
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masy dotyczy płaszczyzny i jeżeli może być traktowane jako ciągłe, potencjał w 
każdym punkcie C na płaszczyźnie stanowi: 

Vc =f ~DdS (12) 

gdzie 
D - jest gęstością powierzchniową masy na nieskończenie małym elemencie 
obszaru dS, 
r - jest odległością od tego elementu do punktu C, 

a całkowanie dotyczy całego obszaru płaszczyzny, gdzie r nie jest zerem. 
Stąd, jeżeli masa jest rozmieszczona w znany sposób na płaszczyźnie, i D jest 

znane, równanie (12) umożliwia obliczenie wielkości potencjału w każdym punkcie. 
Wyniki obliczeń mogą być według Stewarta przedstawione na mapie przy użyciu 
linii ekwipotencjalnych. Należy zwrócić uwagę, że linie na mapach topograficznych, 
które przedstawiają wysokość wzniesienia nad poziomem morza, są liniami równych 
potencjałów grawitacyjnych. 

Można wykazać, że całkowita, wynikowa siła grawitacji działająca na jednostkę 
masy w każdym punkcie płaszczyzny jest skierowana pod kątem prostym do znaj
dującej się tam linii ekwipotencjalnej i ma wartość: 

av 
g= 8n · (13) 

W tym stosunku różniczkowym n jest odległością mierzoną wzdłuż prostopadłej 
do linii ekwipotencjalnej. Ponieważ wielkość g jest siłą na jednostkę masy, wielkość 
ta stanowi, na podstawie drugiego prawa dynamiki Newtona, przyspieszenie masy 
wytwarzane przez pole w punktach. W interpretacji Stewarta wielkość tę należy 
traktować jako gradient potencjału, nie biorąc pod uwagę zagadnienia ruchu. 

Wychodząc z powyższego sformułowania prawa grawitacji, Stewart w oparciu o 
przyjęte założenia teoretyczne, dostrzeżone analogie oraz dokonane obserwacje em
piryczne sformułował następujące prawa grawitacji demograficznej (Stewart 1947a, 
s. 471-473, Stewart 1948, s. 34 i dalsze, Stewart i Warntz 1958a, s. 170-172): 
l) siły demograficznej -odpowiednik siły grawitacyjnej; 
2) energii demograficznej -odpowiednik energii grawitacyjnej; 
3) potencjału demograficznego- odpowiednik potencjału grawitacyjnego. 

Pojęcie siły demograficznej przedstawia równanie: 

F= G(Nl/-Ll)(N2/-L2) 
d2 (14) 

gdzie F stanowi siłę demograficzną przyciągania zachodzącego pomiędzy dwoma 
grupami ludności N1 i N2, mnożonymi przez odpowiednie, tzw. wagi molekularne 
/-Ll i /-L2 i znajdującymi się od siebie w odległości d; przy czym G stanowi stały, 
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określony współczynnik. Równanie to można przedstawić następująco, przyjmując, 
że wielkość wag molekularnych (/-Lb /-L2) wynosi l i pomijając G: 

Pojęcie energii demograficznej odpowiednio do (8) przedstawia równanie: 

Pojęcie potencjałów demograficznych przedstawiają równania: 

Również: 

v;_GM2. 
l- d ' 

2E' = N1 V1 + N2V2. 

Równanie (12) także jest niezmienione: 

(15) 

(16) 

(17) 

(18) 

(19) 

ale V jest tutaj potencjałem demograficznym, tj. potencjałem ludności, a D sta
nowi gęstość ludności na nieskończenie małym elemencie obszaru dS. Kiedy D jest 
znane, możliwe jest wykreślenie linii ekwipotencjalnych ludności. Na tej podstawie 
wzór (19) pozwala określić wielkość potencjału ludności wytworzonego przez całą 
ludność obszaru w każdym punkcie. Ponieważ obliczenie wielkości potencjału na 
podstawie wzoru (19) opiera się na założeniu przyjmującym nieskończenie małe ele
menty obszaru, a dane dotyczące rozmieszczenia ludności odnoszą się do większych 
jednostek przestrzennych, to obliczenia potencjału ludności dla danej jednostki 
przestrzennej traktowanej jako punkt dokonuje Stewart, w przybliżeniu podsumo
wując wielkość poszczególnych potencjałów wytwarzanych w danym punkcie przez 
poszczególne masy ludności wchodzącej w skład rozpatrywanego obszaru (Stewart 
1950b, Stewart i Warntz 1958b ). Jeżeli więc ponumeruje się poszczególne poten
cjały, wytworzone przez różne masy od l do n, to potencjał w punkcie i wynosi: 

(i=l,2, ... ,n). (20) 

Powyższe ujęcie wymaga jednak rozpatrzenia tego, że każda dowolna masa wy
wołuje potencjał oddziałujący na samą siebie. W związku z tym Stewart przyjął, że 
znajduje się ona w pewnej skończonej odległości od punktu i, ustalając jednocześnie 
procedurę obliczenia tej odległości6 . 

6 Metody obliczania tej odległości zawarte są w: Stewart (1947a, s. 477); Stewart (1948, s. 
48); Stewart i Warntz (1958b, s. 121) 
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Na podstawie danych obejmujących wielkości potencjału ludności poszczegól
nych punktów odniesienia i przy użyciu linii ekwipotencjalnych, Stewart opracował 
mapy potencjału ludności dla szeregu krajów 7 . 

Stewart uwagę swoją skupia głównie na problematyce i konkretyzacji potencjału 
ludności, zajmuje się również pojęciem energii demograficznej, bliżej nie zajmuje 
się natomiast pojęciem siły demograficznej. 

Wielkość potencjału ludności wyraża się w jednostkach liczby osób na km, wiel
kość gradientu wymaga wprowadzenia dodatkowej potęgi odległości w mianowniku 
i wyraża się w jednostkach osób na km2 8 . 

Interpretacja pojęcia potencjału nie jest jednoznaczna. Dla Stewarta potencjał 
demograficzny jakiegoś punktu jest miarą dostępności (bliskości) do tego punktu 
albo, ogólniej, miarą siły "wpływu"wywieranego przez jednostki ludzkie umiejsco
wione w innych punktach powierzchni Ziemi, na ludzi umiejscowionych w danym 
punkcie. Stąd też "istnienie" każdej osoby dokonuje "wpływu", który jednak maleje 
wraz z odległością. Gdy więc przechodzi się z obszarów wiejskich do wielkiego 
miasta, następuje gwałtowny wzrost wielkości potencjału na skutek koncentracji 
ludności. Podobnie rzecz się ma, gdy przechodzi się w samym mieście od peryferii 
do centrum (Stewart 1948, s. 35, Stewart 1958, s. 154, Stewart i Warntz 1958b, s. 
170). 

W oparciu o dane dotyczące kształtowania się wielkości potencjału ludności Ste
wart, częściowo wraz z Warntzem, wykonał szereg analiz statystycznych wykazują
cych korelację między przestrzenną zmiennością potencjału a pewnymi zjawiskami 
demograficznymi i społeczno-ekonomicznymi na większych obszarach9 . 

Wielkość energii demograficznej mierzy się w jednostkach liczby osób do kwadra
tu na km. Wielkość tę można alternatywnie traktować jako iloczyn liczby ludności 
jakiejś grupy i potencjału wytworzonego w stosunku do niej przez inną grupę. Ener
gię demograficzną proponuje Stewart interpretować jako liczbę stosunków między
ludzkich w jednostce czasu. 

Ponieważ stosunki te są zależne od zasobów naturalnych i urządzeń techni
cznych, Stewart proponuje wprowadzić ich wielkość jako masę społeczną na głowę. 
Wielkość tej masy, której substytutem jest dochód na głowę, traktuje jako wagi 
molekularne masy (Stewart 1948, s. 56). 

Stewart, wyjaśniając podstawy sformułowania "praw" grawitacji demograficz
nej, mocno podkreśla empiryczny rodowód swojej koncepcji. Stwierdza, że równania 
przedstawiające te prawa zostały przezeń pierwotnie odkryte jako wynik bezpo
średniej obserwacji i stanowią one empiryczne formuły dostosowane do faktów. 
N a skutek podobieństwa do praw fizyki newtonowskiej zostało im nadane poźniej 

7 Mapy potencjału ludności zawarte są w Stewart (1948, 1947a, 1950b). 
8 Wielkość potencjału jest skalarem, gradient stanowi natomiast wektor skierowany pod ką

tem prostym do linii ekwipotencjalnej i określa stopień zmienności potencjału wraz z odległością. 
Por. Stewart i Warntz (1958b, s. 117). 

9 Sprawozdania z tych badań zawarte są we wszystkich pracach Stewarta oraz w pracach 
Stewarta i Warntza (1958a, 1958b). 
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znaczenie teoretyczne. Należy w związku z tym stwierdzić, że pierwsze prace Ste
wart a miały charakter obserwacyjno-empiryczny, jednakże nie ulega wątpliwości, 
że decydujący wpływ na rozwój koncepcji grawitacji demograficznej miały jednak 
założenia teoretyczne zawarte w programie "fizyki społecznej" 10

. 

Należy zwrócić uwagę na to, że chociaż Stewart podkreślił rolę empirycznych 
przesłanek dla sformułowania praw grawitacji demograficznej, to jednak nie do
konał konkretyzacji zmiennej "odległości", nadając jej znaczenie czysto fizyczne 
i traktując ją jako podstawowy wymiar pojmowany izomorficznie w stosunku do 
twierdzeń fizyki Newtona (Stewart 1958, s. 153-154, Stewart i Warntz 1958b, s. 
116). Jedynie pojęcie masy uległo u niego bliższej konkretyzacji, co wyraziło się we 
wprowadzeniu do wzoru odpowiednich wag masy. Równocześnie należy podkreślić, 
że Stewart nie dokonał również estymacji statystycznej równań reprezentujących 
prawa grawitacji demograficznej a jedynie weryfikację pośrednią ograniczającą się 
do wykazania stopnia korelacji między kształtowaniem się wielkości potencjału de
mograficznego a szeregiem innych zjawisk społeczno-ekonomicznych. 

Mimo więc zastrzeżeń Stewarta jego sformułowanie praw grawitacji demogra
ficznej nosi cechy operacji homotetycznej. Stąd też należy prawa te traktować jako 
modele odwzorowania stanowiące twierdzenie w przybliżeniu ogólne o kształcie 
zbliżonym do modelu wzoru - pojęć grawitacyjnych. Analogia ta jest szczególnie 
wyraźna ze względu na "wymiarową" interpretację tych praw, brak ich estymacji. 

Wzory reprezentujące pojęcie siły i energii demograficznej Stewarta należy trak
tować jako podstawowe proste sformułowanie deterministyczne modelu grawitacji, 
potencjału demograficznego zaś jako modelu potencjału, obu w sformułowaniu de
terministycznym, tj. o stałych parametrach, których postać jest a priori ustalona 
na podstawie operacji homotetycznej. 

Bezpośrednią kontynuację koncepcji Stewarta zawierają prace Warntza. Pro
gram badawczy tego autora jest w dużej mierze odbiciem poglądów Stewarta i 
Dodda i nosi nazwę "makrogeografii" lub "makrobadań" w geografii (Warntz 1955, 
1956, 1957b,c, 1958, 1959a,b,c,e, 1964). Makrobadania mają na celu - według 

Warntza - rozwinięcie pojęć na wyższym poziomie abstrakcji, co umożliwia ca
łościowe ujęcie czaso-przestrzenne systemu ekonomicznego i dostarczy układu po
jęć, w ramach którego dokonuje się mikroopisu. Sprowadza się to do następują
cych postulatów badawczych: l) makrobadania dotyczą podstawowych wymiarów 
rozmieszczenia zjawisk: czasu, odległości i liczby ludności; 2) odnoszą się nie do 
pojedynczych zjawisk ekonomicznych, a ich agregatów ujmowanych całościowo w 
kontinuum czaso-przestrzennym; 3) pozwalają sformułować generalizacje dotyczące 
funkcjonalnej, przestrzennej zmienności zjawisk w całym systemie, które nie dadzą 

10 Program badawczy fizyki społecznej Stewarta został przedstawiony na konferencji nauko
wej w Princeton (12-13 X 1959), w której m.in. udział wzięli: Bridgman, Dodd, Morgenstern, 
Walsh, Zipf; por: Stewart (1950a). Według Stewarta "fizyka społeczna" opisuje masowe stosunki 
między ludźmi w terminach fizyki i traktuje zbiorowości ludzkie jako złożone z "społecznych 

cząstek", nie zajmuje się natomiast zachowaniem poszczególnych cząstek. Analiza oparta na za
łożeniach "fizyki społecznej" ogranicza się do podstawowych wymiarów zjawisk: czasu, odległości 
i masy. 
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się wykryć w pojedynczych zjawiskach; 4) generalizacje te stanowią "uśrednione" 
relacje i dotyczą tendencji w zakresie tworzenia się przestrzennej równowagi, a naj
lepiej rozwiniętych modeli dla takiego ujęcia dostarcza fizyka. Zgodnie ze swoim 
programem badawczym, Warntz przyjmuje pojęcie potencjału demograficznego 
(równanie 19) jako podstawowy model w badaniach przestrzenno-ekonomicznych, 
nazywa potencjałem przestrzennym i interpretuje jako "wielkość pola", które "jest 
miarą zagregowanej dostępności i określa ilościowo makropołożenie" (por. Warntz 
1959a, s. 449-454, Warntz 1959b, s. 55) 11 . Model potencjału został zastosowany 
przez Warntza do badania przestrzennego kształtowania cen oraz opracowania map 
potencjału ludności (Warntz 1957a,b,c, 1959d, 1964). 

Sformułowanie modeli grawitacji i potencjału w oparciu o przesłanki 
empiryczne i probabilistyczne 

Dalszy rozwój problematyki badań nad formułowaniem modeli grawitacji i poten
cjału był ściśle związany z zastosowaniem tych modeli w badaniach przestrzen
no-ekonomicznych. 

W związku z tym zarysowały się próby sformułowania modeli podobnych lub 
zbliżonych do modeli Stewarta i Dodda oparte na przesłankach empirycznych i 
probabilistycznych. Sformułowania te mogą być także traktowane jako konkretyza
cje lub modyfikacje modeli Stewarta i Dodda, które stanowiły mniej lub bardziej 
domniemane założenia dla ich budowy. Oprócz budowy modeli dokonuje się też ich 
oszacowania w postaci funkcji liniowych za pomocą analizy regresji liniowej. 

Z prób sformułowania modelu grawitacji w oparciu o przesłanki empiryczne 
należy przede wszystkim wymienić sformułowanie Ikle pod nazwą hipotezy wza
jemnego oddziaływania dotyczące zależności między przejazdami osobowymi i prze
wozami towarowymi a liczbą ludności i odległością (Ikle 1954, s. 123-136). Zależność 
tę formułuje następująco: 

H·· - k pipJ (21) 
~J - d~. 

gdzie 
Pi, Pj -liczba ludności miasta i oraz j; 
dij - odległość pomiędzy i a j; 
b - wykładnik potęgowy odległości; 

~J 

Hij -liczba przewozów lub przejazdów pomiędzy i aj. 
Powyższe sformułowanie opiera Ikle na dwóch założeniach: 

l) określeniu wpływu liczby ludności na częstość przejazdów lub przewozów, tj. 
wzajemnego oddziaływania; 

11 Ostrą krytykę programu Stewarta/Warntza przeprowadzili Lukermann i Porter (1960, s. 
493-504). Stwierdzają oni, że w rzeczywistości nie istnieje nieograniczone przestrzennie kontinuum. 
Oznacza to, że czas, odległość i masa nie mogą być przyjęte jako dane warunki dla nieograniczo
nego obszaru przy przewidywaniu lub wyjaśnianiu zróżnicowania przestrzennego człowieka na 
Ziemi. 
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2) określeniu wpływu odległości na częstość przejazdów lub przewozów. 
Pierwsze założenie, które stwierdza, że wzajemne oddziaływanie dwóch ośrod

ków ludności jest proporcjonalne do iloczynu liczby ludności tych ośrodków, opiera 
Ikle na przesłance, że oddziaływanie takie, np. przejazdy osobowe, jest wyrazem 
stosunków zachodzących między wszystkimi możliwymi parami jednostek (osób) 
dwóch różnych ośrodków. Im większa jest licz ba par jednostek, tym większe prawdo
podobieństwo wzajemnego oddziaływania. Liczba wszystkich par jednostek z dwóch 
ośrodków o liczbie ludności Pi oraz Pj równa się Pi · Pj. Stąd można przyjąć, że 
łączny wpływ liczby ludności dwóch ośrodków na częstość wzajemnego oddziały
wania jest równy iloczynowi obu populacji. 

Drugie założenie dotyczące wpływu odległości na wielkość wzajemnego oddzia
ływania opiera się z kolei na dwóch przesłankach: l) wraz ze wzrostem odległości 
rośnie koszt i czas przejazdu lub przewozu; 2) im większa odległość, tym mniejsze 
jest prawdopodobieństwo, że zajdzie dane zdarzenie między parą jednostek (prze
jazd). Prowadzi to do przekonania o odwrotnie proporcjonalnej zależności między 
pewną potęgą odległości a pewnymi typami wzajemnego oddziaływania. 

Bliższe określenie wpływu odległości wymaga jednak empiryczno-statystycznej 
analizy tego wpływu, co można dokonać przez oszacowanie wielkości wykładnika 
potęgowego odległości b, tj. przyjmując postać równania (21) jako12 : 

Prowadzi to do równania w postaci logarytmicznej: 

H .. 
log -~J_ = log k - b log dij. 

pipj 

(22) 

(23) 

Estymacja parametru b w równaniu (23) na podstawie metody najmniejszych 
kwadratów pozwoliła Ikle określić wielkość wykładnika potęgowego odległości dla 
różnych typów przejazdów jako mierników wzajemnego oddziaływania13 . 

Sformułowanie modelu w ujęciu Ikle, a w szczególności nadanie mu empiry
czno-statystycznego charakteru i oszacowanie wykładnika potęgowego odległości 
jako parametru empirycznego zostało przyjęte przez Carrolla (1955) i Garrisona. 
Ponadto stało się podstawą dalszego rozwinięcia modelu w pracach Mylroie oraz 
Rammera i Ikle. 

Ujęcie Rammera i Ikle ma istotne znaczenie z teoretycznego punktu widzenia, 
gdyż rozszerza pojęcie modelu grawitacji, wprowadzając wagi masy (ludności) jako 

12 Estymacja wykładnika potęgowego b w równaniu (23) różni się zasadniczo od estymacji, 
którą wprowadzili Zipf (1946a,b) oraz Cavanaugh (1950). 

13 Wielkość b waha się od 0,689 (przy r = -0,64) do 2,75 (przy r = -0,96) dla ruchu 
samochodowego; -1,07 wynosi dla podróży samolotowych (r = -0,54). Por. Ikle (1954, s. 129). 
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parametry empiryczne oszacowane na podstawie metody najmniejszych kwadratów 
dla różnych miast, a modelowi nadaje postać (Carroll 1955): 

(24) 

gdzie wi' wj - wagi ludności ośrodka i oraz j. 
Wagi te interpretuje się jako wielkości wykazujące różne skłonności do wzajem

nego oddziaływania. 
Mylroie wprowadza obok wykładnika potęgowego odległości do wzoru (21) rów

nież wykładniki potęgowe masy, tj. nadaje mu postać (Mylroie 1956): 

pa.p/? 
Hij = k ~ b 

1 

d .. 
~J 

gdzie a, {3 - wagi ludności ośrodka i oraz j. 

(25) 

Badania przejazdów osobowych przeprowadzone przez Mylroie na podstawie 
wzoru (25) wykazują, że najwyższy stopień korelacji zachodzi wówczas, gdy wykład
niki potęgowe ludności wynoszą 0,5, a wykładnik potęgowy odległości 2,0. Podobną 
postać modelu przedstawia Mackay (1958). 

Założenie analogiczne do probabilistycznej reguły iloczynu zdarzeń niezależnych 
leży u podstawy sformułowania modelu grawitacji Lovgrena (1956) dotyczącego ba
dania ruchliwości siły roboczej. Jeżeli założy się, że prawdopodobieństwo uzyskania 
informacji o wolnych miejscach pracy przez daną grupę osób ma rozkład losowy 
i jest proporcjonalne do liczby ludności, to można przyjąć według Lovgrena, że 
prawdopodobieństwo uzyskania takiej informacji między dwoma populacjami ( Po 
i Pi) wynosi PoPi/ P;, gdzie P0 i Pi stanowią dwie populacje będące podgrupami 
całkowitej populacji Pr. Przyjmując dalej, że wielkość 1/ P 2 jest stała, można się 
ograniczyć do iloczynu PoPi. 

Wychodząc z tego założenia, Lovgren formułuje analogiczny w postaci model 
do Ikle, ale dotyczący wielkości migracji według wzoru: 

gdzie 
ni - liczba migrantów między obszarami i oraz o; 
Pi - liczba ludności parafii i; 
Pa -liczba ludności obszaru o; 
X - odległość w km; 
a- wykładnik potęgowy odległości 

(26) 

i dokonuje estymacji modelu przy zastosowaniu analizy regresji liniowej w postaci 
logarytmicznej. 

Nieco inaczej sformułowali probabilistyczne założenia modelu przewidywania 
międzystrefowych przewozów osobowych Carroll i Bevis (1957). Prawdopodobień
stwo przejazdu między strefami Xij jest odpowiednikiem oczekiwanej częstości 
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ruchu uzyskanej przez zastosowanie testu chi-kwadrat. Zakłada się przy tym, że 
jedynym czynnikiem określającym wielkość ruchu między strefami jest całkowita 
liczba przejazdów powstałych w każdej ze stref i całkowita liczba przejazdów na 
całym obszarze, tj. wszystkich stref. 

Prawdopodobieństwo przejazdu ze strefy i do strefy j wyraża wzór14
: 

gdzie 
Yi, 1j -całkowita liczba przejazdów powstałych w strefie i oraz j; 
Y -całkowita liczba przejazdów na danym obszarze. 

(27) 

Ryc. l. Zależność między odległością i stosunkiem faktycznej wielkości do prawdopodob
nej wielkości przejazdów pasażerskich na obszarze regionu metropolitalnego Detroit 
Źródło: Carroll i Bevis (1957, s. 193). 

Carroll i Bevis przyjmują następnie, że wskaźniki aktualnej do prawdopodobnej 
wielkości przejazdów, tj. Yij / Xij, stanowią dostateczny miernik odchylenia między 

14 Bliższa analiza zawarta jest w pracy Bevisa (1956). 
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tymi wielkościami jako wyniku działania oporu odległości. Pozwala to sprawdzić 
hipotezę wyjściową, że wybór przejazdu jest określony trudnością osiągnięcia miej
sca przeznaczenia. W tym celu oszacowano za pomocą analizy regresji zależność 
między ~j l Xij a długością przejazdu Dij dla przejazdów międzystrefowych na 
obszarze regionu metropolitalnego Detroit w USA (patrz ryc. l): 

~j 1 xij = 12,68Dij1
'
63

. (28) 

W oparciu o założenia Ikle oraz Carrolla i Bevisa, Isard (1960, s. 494-495) wy
prowadził model grawitacji. Budowa modelu grawitacji w ujęciu zaproponowanym 
przez Isarda, mimo że nie zawiera elementów samodzielności, warta jest przytocze
nia, gdyż systematyzuje postępowanie w sprawie budowy modelu, opierając się na 
uproszczonych przesłankach probabilistycznych i empirycznych. 

Uogólniając sformułowanie Isarda, należy rozróżnić w budowie modelu dwa 
etapy: pierwszy, który opiera się na przesłankach probabilistycznych, drugi - na 
postępowaniu empirycznym. Aby określić wielkość wzajemnego oddziaływania Iij, 
jakie zachodzi między dwoma regionami i oraz j na danym obszarze składającym 
się z n regionów, należy według Isarda przyjąć jako wielkości wyjściowe (zmienne 
niezależne) liczby ludności regionu i oraz j, tj. Pi oraz Pj, całkowitą liczbę lud
ności danego obszaru P oraz całkowitą liczbę wzajemnych oddziaływań między 
regionami tego obszaru T, np. liczbę przejazdów wewnętrznych ludności obszaru. 
N a tej podstawie można przyjąć, że przeciętna wielkość wzajemnych oddziaływań 
(przejazdów) na osobę wynosi: T l P = k. Jeżeli przyjąć, że wielkość oddziaływa
nia (przejazdów) reprezentacyjnej jednostki w regionie i w stosunku do regionu j 
będzie równa ceteris paribus Pj l P, czyli stosunkowi ludności rejonu T do całko
witej liczby ludności obszaru, a w liczbach bezwzględnych k(Pjl P), to wielkość 
oddziaływania (przejazdów) Pi jednostek wyniesie, nie biorąc pod uwagę wpływu 
odległości, Pi · k(Pjl P), tj.: 

T·- kpipj 
2)- p 

gdzie Tij jest wielkością wzajemnego oddziaływania pomiędzy i aj. 

(29) 

Należy zwrócić uwagę, że wielkość k(PiPj l P) może być także interpretowana 
jako iloczyn prawdopodobieństwa zdarzeń niezależnych, tj. (Pd P) · (Pj l P) = Pi · 
Pj l P gdyż przy k = T l P zachodzi równonoważność T l P ( Pi Pj) P = T ( Pi Pj) l P 2 . 

Określenie wielkości Tij stanowi punkt wyjścia dla drugiego empirycznego etapu 
budowy modelu. Uzyskanie na podstawie obserwacji rzeczywistych wielkości wza
jemnego oddziaływania, np. przejazdów z i do j określonych jako wielkość Iij, 
pozwala obliczyć stosunek Ii11TiJ· Obliczenie tego stosunku oraz odległości między 
i a j tj. dij pozwala z kolei na przedstawienie zależności między Iij ITij a diJ na 
wykresie rozrzutu punktów, gdzie każdy punkt może być uważany za realizację dwu
wymiarowej zmiennej, oraz na estymację właściwej postaci funkcji realizującej tę 
zależność. Isard, opierając się na ustalonej przez Carrolla i Bevisa zależności między 
odległością a stosunkiem faktycznych wielkości przejazdów osób do oczekiwanych 
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(w skali podwójnie logarytmicznej), przyjął jako właściwą postać tej zależności 
funkcję liniową (logy =a- blogdij), tj. (Carroll i Bevis 1957, s. 191-194): 

L· 
log _.!:]_ = a - b log dij. 

Tij 
(30) 

Usuwając logarytmy z równania (30) i oznaczając antylogarytm a przez c, uzy
skuje się: 

Iij c cTij 
- .. =-b- lub IiJ =T· 
T2J diJ iJ 

(31) 

Przez podstawienie w równaniu (31) wartości Ti1, z równania (29) i wprowa
dzenie wartości stałej G = ck l P, gdzie c, k i P to są wielkości uprzednio określone, 
otrzymuje się: 

p. p. 
Iij =G ~I?.J. 

2) 

(32) 

Postać tego równania jest analogiczna do pojęcia siły lub energii demograficznej 
Stewarta, gdzie zamiast d- 1 lub d-2 przyjmuje się empirycznie określony wykładnik 
potęgowy odległości, tj. d-b. Zależność reprezentowana przez wzór (32) może być 
traktowana jako podstawowe sformułowanie modelu grawitacji oparte na przesłan
kach probabilistycznych i empirycznych. 

N a probabilistyczne podstawy modelu grawitacji jako założenia w badaniu wza
jemnego oddziaływania zwrócił uwagę Garrison (1956, s. 286). Prawdopodobień
stwo wzajemnego oddziaływania będzie się zmniejszać według Garrisona wraz ze 
wzrostem odległości między populacjami; prawdopodobieństwo to jest niezależne 
od wielkości poszczególnych par populacji. Zmniejszanie się wzajemnego oddzia
ływania zdarzeń wraz z odległością jest wynikiem zmniejszania się prawdopodo
bieństwa losowego rozkładu zdarzeń wraz z odległością. Konstrukcja modelu staje 
się operatywna przez empiryczne dopasowanie danych do modelu oraz obliczenie 
prawdopodobieństw wzajemnego oddziaływania. Jeżeli konstrukcja hipotezy wza
jemnego oddziaływania jest modelem zdarzeń losowych, to nasuwa się pytanie o ro
dzaj sprawdzanej hipotezy, gdy dopasowuje się dane do modelu. Słabe dopasowanie 
nakazuje odrzucić hipotezę, że badane zdarzenia mają charakter losowy; właściwe 
dopasowanie do modelu stwarza natomiast trudność interpretacji ze względu na 
brak ustalonego prawdopodobieństwa a priori. 

Z równania (32) możliwe jest również wyprowadzenie zależności analogicznej do 
pojęcia potencjału ludności Stewarta, tj. modelu potencjału. Zakładając, że chodzi 
o określenie wzajemnego oddziaływania między jednym regionem i a wszystkimi po
zostałymi regionami danego obszaru (1, 2, 3, ... , n), można tego dokonać, sumując 
poszczególne wielkości wzajemnego oddziaływania między regionem i a wszystkimi 
pozostałymi regionami tego obszaru, tj. (Isard 1960, s. 498): 
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lub 

~J .. - G~ pipj 
L.....t ~J - L.....t b . d .. 
j=l j=l ~J 

(34) 

Po wyniesieniu Pi przed znak sumowania i podzieleniu obu stron równania (34) 
przez Pi uzyskuje się: 

n 

2::: Jij n 

j=l - """ pj 
p. -GL b' 

~ j=l dij 
(35) 

n 

Przyjmując ex definitione, że L: Iij / Pi =i V, otrzymuje się na podstawie rów
j=l 

nania (35): 

·V= G~ Pj (36) 
~ Ldb. 

j=l ~J 

gdzie i V stanowi wielkość potencjału ludności, tj. wyraża całkowite wzajemne od
działywanie ludności regionu i z wszystkimi obszarami na jednego mieszkańca i 
może być traktowane jako sformułowanie modelu potencjału. 

Odmienny sposób sformułowania modelu potencjału przedstawia Beckmann, 
opierając sformułowanie modelu na analizie warunków równowagi rozmieszczenia 
ludności w przestrzeni (Beckmann 1957). Przestrzenne warunki równowagi roz
mieszczenia ludności wyprowadza Beckmann z przestrzennego rozkładu stopy re
produkcji ludności netto oraz relacji między przepływem migracji a gradientami 
gęstości ludności oraz atrakcyjności lokalizacyjnej. Wielkość potencjału ludności w 
trójwymiarowej przestrzeni reprezentuje równanie: 

P[u,v,w]=~/JJ p[U,V,W] dUdVdW 
47r r[u, v, w, U, V, W] 

gdzie 
P- potencjał ludności; 

u, v, w- współrzędne rozmieszczenia ludności; 
p- gęstość ludności; 

r - odległość. 

Postać i sytuacja problemowa modeli grawitacji potencjału 

Ogólna postać modeli grawitacji i potencjału 

(37) 

Jak wynika z przedstawionego powyżej przeglądu, założenia wyrażone w postaci 
wzorów podobnych lub zbliżonych do siły lub energii grawitacyjnej (model gra
witacji) oraz potencjału grawitacyjnego (model potencjału) stanowią modele dla 
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badania wzajemnego oddziaływania zespołów ludzkich w ujęciu przestrzennym. 
Modele te upraszczają całą złożoność wzajemnego oddziaływania i, ogólnie biorąc, 
ujmują wzajemne oddziaływanie jako funkcje masy (populacji) i odległości. 

Taką ogólną postać modelu grawitacji lub ściślej grawitacyjnego modelu wza
jemnego oddziaływania można sformułować następująco: 

(38) 

gdzie 
Iij -wielkość wzajemnego oddziaływania, jaka zachodzi między ośrodkami lub 
obszarami i oraz j; 
Mi, Mj -wielkość masy (populacji) ośrodków lub obszarów i oraz j; 
dij - odległość między i a j; 
k- stała. 

Sformułowanie powyższe stwierdza, że wzajemne oddziaływanie między dwoma 
ośrodkami lub obszarami o określonej wielkości masy zmienia się wprost propor
cjonalnie do pewnej funkcji masy tych ośrodków, a odwrotnie do pewnej funkcji 
odległości między nimi. 

Podobnie ogólną postać modelu potencjału można przedstawić jako: 

~ f(Mj) 
Vi=kLJ(d··)· 

j=l ~J 

(39) 

Model potencjału stwierdza, że całkowita wielkość potencjału wzajemnego od
działywania w danym ośrodku lub obszarze jest pewną funkcją masy poszczegól
nych ośrodków lub obszarów rozpatrywanego układu oraz funkcją odległości między 
danym ośrodkiem l u b obszarem a pozostałymi. 

Równania reprezentujące oba modele przedstawiają relacje między zmienną za
leżną, którą stanowi aktualne lub potencjalne wzajemne oddziaływanie, a zmien
nymi objaśniającymi, tj. masą i odległością. Jak wykazuje historia rozwoju koncep
cji tych modeli, zarówno interpretacja masy i odległości, jak i postaci ich funkcji 
może być różnoraka. Istniejące różnice dadzą się sprowadzić do dwóch zasadniczych 
stanowisk w sprawie określenia postaci funkcji modeli: 
l) postaci analogicznej do pojęcia energii i potencjału grawitacyjnego, 
2) postaci zmodyfikowanej i zinterpretowanej empiryczno-statystycznie. 

Sformułowanie modeli w postaci analogicznej do pojęcia energii i potencjału 
grawitacyjnego 

Sformułowanie modeli grawitacji i potencjału przez Stewarta i Warntza jako za
łożenia w badaniu związków przestrzenno-ekonomicznych w ujęciu analogicznym 
do pojęcia energii i potencjału grawitacyjnego określa postać funkcji zmiennych 
i ich parametrów a priori, nadając im charakter deterministyczny, a więc jako 
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relacji wolnej od wahań przypadkowych. Podstawowy argument za takim ujęciem 
sprowadza się do twierdzenia, że " ... przestrzeń i czas są rozpoznawane nie jako 
koszt wewnętrznego oporu, lecz jako wymiary systemu ekonomicznego i stąd winny 
być traktowane izomorficznie w stosunku do układu fizyki matematycznej" (Warntz 
1957b, s. 128). Należy w związku z tym zwrócić uwagę na to, że pewne wielkości, 
takie jak masa, odległość i czas, są przyjmowane w fizyce matematycznej jako 
wymiary elementarne i na zasadzie stałości stosunku stanowią podstawę określenia 
wymiarów wtórnych, takich jak siła, energia, praca itp. (Bridgman 1931, Wilson 
1964, s. 480 i dalsze). 

Taka koncepcja pojmowania postaci modelu grawitacji i potencjału opiera się na 
założeniu istnienia izomorfizmu między własnościami wymiarowymi wielkości ele
mentarnych - masy i odległości - w systemie fizycznym i społeczno-ekonomicznym, 
co jest podstawą dla ustalenia analogicznych wielkości wtórnych typu energii i po
tencjału grawitacyjnego. 

Stewart i Warntz założenie to konsekwentnie przyjmują, jednak jedynie w sto
sunku do "wymiaru" odległości. Odległość pełni według nich tę samą rolę w syste
mie społeczno-ekonomicznym, co w systemie fizycznym, gdyż stanowi rzeczywisty 
wymiar tego systemu, a funkcja odległości nie może być zależna od przystoso
wanego do obserwacji parametru (Stewart i Warntz 1958b, s. 116, Warntz 1964, 
s. 174). W odniesieniu do "wymiaru"masy reprezentowanej przez liczbę ludności 
dopuszczają możliwość ważenia jej przez "wagi molekularne" interpretowane jako 
wielkość "masy społecznej na głowę" ( Stewart 1948, s. 34 i 56, Stewart i Warntz 
1958a, s. 172) 15

. Należy zauważyć, że wprowadzenie wag masy jest niekonsekwencją 
w stosunku do założeń wymiarowych. Wynika to z większej złożoności wymiarów 
podstawowych w odniesieniu do wielkości społeczno-ekonomicznych niż fizycznych. 
I tak, jeżeli przyjmuje się określenie masy jako liczby ludności ważonej przez dochód 
na głowę, to mamy do czynienia z dwoma wielkościami, z których tylko pierwsza 
(liczba ludności) jest elementarna, a druga (dochód) ma wymiar złożony analo
giczny do prędkości lub strumienia 16

. Niekonsekwencja ta, jak się wydaje, jest 
trudna do uniknięcia. Aby bowiem pojęcie masy jako liczby ludności mogło wyrazić 
rzeczywiste własności zjawisk społeczno-ekonomicznych, konieczne jest w pewnych 
przypadkach zróżnicowanie masy przez właściwe jej ważenie17 . 

15 
W badaniach nad wielkością potencjału demograficznego Stewart określa wagi masy jako 

wielkości przystosowane do obserwacji. Oblicza je w postaci stosunku wielkości energii demogra
ficznej danego obszaru do wielkości dochodu społecznego tego obszaru_. Interpretuje je także jako 
wielkości dochodu społecznego na głowę. 

16 Przyjmując wprowadzone przez Dunajewskiego (1964, s. 733-779) aksjomaty algebry wy
miarów oraz trzy wymiary podstawowe (volumen fizyczny, pracę i czas), można stwierdzić, że 
inwestycje, spożycie i dochód mają wymiary złożone, analogiczne do pojęcia prędkości, tj. mają 
wymiar strumieni. Na rolę analizy wymiarowej w badaniach ekonomicznych zwraca uwagę Lange 
(1961, s.20-21). Lange stwierdza tamże, że "zainteresowanie we właściwym wymiarze badanych 
wielkości ekonomicznych ma duże znaczenie, gdyż pozwala uniknąć wielu nieporozumień". 

17 
W różnych badaniach stosujących model grawitacji i potencjału zmienna masy jest repre

zentowana przez takie wielkości, jak liczba rodzin, zatrudnionych i uczniów, wielkość dochodu 
regionalnego, wartość inwestycji, produktów rolnych, sprzedaży w sklepach detalicznych i hurto-
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W ujęciu takim modele grawitacji i potencjału przedstawione ogólnie jako rów
nania (38) i (39) przybierają postać analogiczną do pojęcia energii i potencjału 
grawitacyjnego, tj.: 

gdzie wi' wj są wagami. 

Vi = k ~ WjMj 
L d·· 
j=1 t] 

(40) 

( 41) 

W zasadzie więc w powyższym sformułowaniu izomorfizm wymiarów odnosi 
się do wymiaru odległości. Funkcja odległości f( d) = d-1 jest analogiczna jak we 
wzorach fizycznych. Nasuwa to pytanie czy analogia ta jest uzasadniona lub czy 
odległość pełni tę samą rolę w systemie społeczno-ekonomicznym, co w fizycznym. 

Pojęcie odległości w badaniach przestrzenno-ekonomicznych da się ograniczyć 
tylko do odległości fizycznej. 

Odległość ta może być mierzona trojako: l) jako odległość fizyczna, 2) czas 
przejazdu i przewozu lub koszt, lub też koszt energii zużytej w procesie transportu, 
3) wielkość pośrednich możliwości jako miernik odległości społecznej. 

Odległość fizyczna odnosi się do pomiaru linii łączącej dwa punkty. Znajduje 
się ją, mierząc prostą łączącą punkty. Biegnie ona po linii największego koła, jakie 
można wykreślić na powierzchni Ziemi przez dwa punkty (ortodroma) (Krzyżanow
ski 1957, s. 288 oraz Bunge 1962, s. 171). Pomiar tej odległości na mapie wykazuje 
pewne niedokładności zależne od typu odwzorowania. 

Odległości mierzone czasem przejazdu, kosztem przejazdu lub kosztem zużytej 
energii w procesie transportu stanowią odległości czasowe i ekonomiczne. 

Odległości czasowe są zależne od szybkości ruchu w przestrzeni, a więc w prze
strzeni ekonomicznej są zależne od rodzaju transportu, przy czym wraz z wzrostem 
szybkości maleje odległość czasowa. Zwiększenie szybkości ruchu różnych środków 
transportu, wynikające z postępu technicznego, skraca odległość czasową, nadając 
przestrzeni ekonomicznej odmienne własności metryczne aniżeli przestrzeni fizycz
nej. Odległości czasowe określa się wymiarem czasu T. 

Odległości ekonomiczne mierzy się za pomocą wysiłku, a więc pracy potrzebnej 
do pokonania oporu na pewnej drodze i określa wartościowo jako koszty transportu 
lub cenę. Podobnie jak w przypadku odległości czasowych postęp techniczny po
woduje zmniejszenie się kosztów jednostkowych różnych rodzajów transportu, co 
również nadaje przestrzeni ekonomicznej różne własności metryczne. 

Odległości te mają wymiar praey M L 2T-2 . 

Odległości określane na podstawie wielkości typu "możliwości pośrednich" mo
żna określić jako odległości społeczne. Ten typ odległości bliżej niezdefiniowany 
określa się przez wielkość pewnych zjawisk społecznych w przestrzeni ekonomicznej, 

wych, wartość produkcji przemysłowej, liczby samochodów, traktorów, łóżek szpitalnych i nakładu 
gazet. 
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np. ilość wolnych miejsc pracy, natężenie rozmów telefonicznych, ilość sprzedanych 
gazet (Watson 1955, s. 1-12 oraz Isard 1960, s. 542.; por. również Tobler 1961, s. 
118). 

Należy podkreślić, że w związku z badaniami przestrzenno-ekonomicznymi u
twierdza się przekonanie, że odległości czasowe i ekonomiczne są odpowiedniejszymi 
miarami odległości niż odległości fizyczne (Krzyżanowski 1957, s. 299). 

W związku z różnymi typami odległości w badaniach przestrzenno-ekonomi
cznych powstaje zagadnienie ich własności metrycznych. 

N a podstawie twierdzeń dotyczących własności przestrzeni metrycznej można 
stwierdzić, że odległość d( a, b) ma te same własności, co abstrakcyjne przestrzenie 
metryczne, przy czym każdej parze elementów (a, b, c, ... ) danego zbioru odpo
wiada jedyna liczba rzeczywista d( a, b) stanowiąca odległości z a do b zgodnie z 
następującymi postulatami (Blumenthal 1953, s. 7-16 i 332 oraz Tobler 1961, s. 
119-121): 
(I) jeżeli a= b, to d( a, b)= O, 
(II) jeżeli a =f- b, to d( a, b) > O, 
(III) d( a, b) = d(b, a), 
(IV) d( a, b)+ d(b, c)~ d( a, c). 

Jak wynika z powyższych postulatów, pojęcia odległości w przestrzeni metrycz
nej są określane: a) nieujemnie (postulat I i II); b) symetrycznie (postulat III); 
c) spełniają postulat nierówności trójkąta (postulat IV). Przestrzenie, które nie 
spełniają postulatu III, nazywa się semimetrycznymi. 

Nasuwa się z kolei pytanie, czy odległości czasowa, ekonomiczna lub społeczna 
spełniają te postulaty. Pozwala to określić własności metryczne przestrzeni ekono
micznej. 

Postulat pierwszy i drugi nie jest spełniony przez odległości mierzone wielkością 
sprzedaży gazet oraz odległości ekonomiczne typu kosztu transportu, gdy włącza 
się w nie koszty stacyjne. 

Postulat trzeci jest rzadko spełniany przez odległości czasowe i ekonomiczne; 
odległości mierzone czasem lub kosztem zwykle nie są symetryczne. Jest to wy
nikiem odmiennego wpływu środowiska geograficznego na czas i koszt przewozu. 
Najprostszym przykładem może tu być czas przejazdu z góry i pod górę. 

Postulat czwarty również nie jest spełniany w pewnych przypadkach odległości 
czasowych i ekonomicznych; może to zachodzić wówczas, gdy nie wzrastają one 
ściśle monotonicznie. Jednakże gdy zachodzi d( a, b)+ d(b, c) <d( a, c), to wybiera 
się drogę z a do c przez b. 

Funkcja odległości d( a, b) może przybierać w przestrzeni metrycznej różne for
my: w geometrii euklidesowej postać ds2 = dx 2 + dy2 ; w geometrii sferycznej ds2 = 
R2 + dp2 + R2 sin2 pd.\2

. 

Zasadnicza trudność powstaje, gdy chodzi o określenie warunków, ze względu na 
które odpowiednia przestrzeń ekonomiczna może być traktowana jako przestrzeń 
metryczna lub semimetryczna. Stąd też, gdy założenie o metryczności przestrzeni 
ekonomicznej wydaje się nierealistyczne, można bądź stwierdzić, który zbiór po-
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stulatów jest spełniony, bądź też ustalić warunki matematyczne, które określą od
chylenie od przestrzeni metrycznej (Tobler 1961, s. 121). 

Analiza ta wykazuje, że odległość w systemie społeczno-ekonomicznym ma różne 
wymiary i różne własności metryczne. Prowadzi to do przekonania, że argumenty 
dotyczące odpowiedniości wymiaru nie są uzasadnione i nie mogą stanowić pod
stawy dla przyjęcia ścisłej analogii. 

Odmienność własności przestrzeni fizycznej i ekonomicznej, a także większa 
złożoność wymiarów tej ostatniej oraz odmienna metryczność w pewnych warun
kach prowadzi do wniosku, że postać modelu grawitacji i potencjału wynikająca z 
analogii wymaga modyfikacji i właściwej interpretacji empirycznej postaci funkcji 
opartej na odpowiednich założeniach problemowych 18 . 

Empiryczna interpretacja modeli grawitacji i potencjału i ich modyfikacja 

Sformułowanie modeli grawitacji i potencjału jako założeń dla badania wzajemnego 
oddziaływania w oparciu o przesłanki probabilistyczne oraz różne ich konkretyzacje 
i zastosowania doprowadziły do modyfikacji pierwotnej postaci modeli analogicz
nej do pojęć grawitacyjnych i nadania im interpretacji empiryczno-statystycznej. 
Mimo że badania konkretyzujące modele grawitacji i potencjału lub dotyczące ich 
zastosowania nie opierały się na jednolitej postaci, to jednak dzięki zawartym w 
nich propozycjom i procedurom identyfikacji i estymacji wag i parametrów zmien
nych modeli, tj. odległości i masy, rzucają one nowe światło na strukturę modeli i 
prowadzą do ich modyfikacji. Modyfikacja ta dotyczy typu funkcji zmiennej masy 
i odległości oraz ich statystycznego oszacowania. Wyraża się to w określeniu wag 
masy i wykładników potęgowych masy i odległości jako empirycznych parametrów 
stałych lub zmiennych. 

Funkcja zmiennej masy 

Funkcja zmiennej masy w modelu o postaci analogicznej do energii grawitacyj
nej sprowadza się do założenia stwierdzającego, że wzajemne oddziaływanie jakie 
zachodzi między dwoma masami (populacjami) jest wprost proporcjonalne do ilo
czynu tych mas, a więc przybiera postać f(Mi, MJ) = k ·Mi· Mj. 

18 Rozpatrzenie własności przestrzennego ujmowania zjawisk społeczno-ekonomicznych pro
wadzi do przekonania, że są one odmienne od własności przestrzennego ujmowania zjawisk fizycz
nych. Uogólniając własności przestrzennego ujmowania zjawisk społeczno-ekonomicznych w poję
ciu przestrzeni ekonomicznej, należy przyjąć, że idąc za określeniem pojęcia przestrzeni Einsteina, 
stanowi ona własność pozycyjną świata obiektów materialnych określonego typu (por. Jammer 
1960, s. 14). Najbardziej ogólne własności tak pojmowanej przestrzeni ekonomicznej wynikają 
ze specyficznych własności i jakości świata społecznego. Jako własności takie należy wymienić: 
niejednorodność i nieciągłość, ograniczoność i w pewnych warunkach anizotropię (por. Dziewoński 
1961, s. 599, Dornański 1963). Według Jammera (1960, s. 5), współczesna fizyka traktuje nato
miast przestrzeń jako jednorodną, ciągłą, nieograniczoną i izotropową. Por. również Whittaker 
(1947, vol. II, s. 144 i dalsze). Według Perroux (1950) przyjęcie przestrzeni geonomicznej w ba
daniach ekonomicznych prowadzi do sprymityzowania analizy przestrzennej. Perroux traktuje ją 
jako przestrzeń "banalną". 
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Niezależnie od analogii do prawa grawitacji iloczyn ten może być interpretowany 
na podstawie twierdzenia o prawdopodobieństwie iloczynu zdarzeń niezależnych. 

Jeżeli założy się, że zajście pewnego zdarzenia wyrażającego oddziaływanie, np. 
wyjazdu mieszkańca miasta i o populacji Mi, ma rozkład losowy i jest proporcjo
nalne do wielkości M, tj. całkowitej populacji 

n=l 
M=LMi 

i=j 

(42) 

czyli że prawdopodobieństwo zajścia tego zdarzenia wynosi Md M i odpowiednio 
dla miasta j wynosi Mj /M, to wielkość wzajemnego oddziaływania wyrażona ilo
ścią przejazdów między i aj przedstawia się jako iloczyn prawdopodobieństw: 

Mi Mj Mi·M· 
-·-- J 
M M- M2 (43) 

Jeżeli dalej przyjąć, że wielkość 1/M2 jest stała dla krótkiego okresu, to wielkość 
wzajemnego oddziaływania między i a j jest proporcjonalna do iloczynu Mi . M. 
(Dodd 1950, s. 246, Lovgren 1956, s. 356). 

1 

Przyjęcie założenia, że wzajemne oddziaływanie dwóch obszarów lub ośrodków 
jest proporcjonalne do iloczynu wielkości dwóch mas, może być też interpretowane 
jako zachodzenie możliwych oddziaływań między parami jednostek dwóch silnych 
ośrodków (Ikle 1954, s. 126). Im większa jest liczba takich par, tym większe praw
dopodobieństwo zajścia oddziaływania. Liczba wszystkich par dwóch ośrodków o 
wielkości populacji Mi oraz Mj jest równa iloczynowi tych populacji. Stąd można 
przyjąć, że łączny wpływ populacji dwóch ośrodków na wielkość (częstość) wza
jemnego oddziaływania jest równy iloczynowi tych populacji. 

Należy podkreślić, że założenie takie nie nadaje modelowi charakteru probabi
listycznego. Stwierdza jedynie, że wielkość wzajemnego oddziaływania jest propor
cjonalna do wielkości populacji. Jeżeli jednak przyjmie się to założenie, to wielkości 
Mi oraz Mj winny wyrażać tylko część masy i oraz j, która aktualnie bierze udział 
w procesie oddziaływania, a nie całkowite wielkości populacji grup i oraz j. W 
tym celu należy albo określić wielkość pewnych podgrup masy biorących udział we 
wzajemnym oddziaływaniu lub wprowadzić pewne wagi masy. 

Wagi masy stanowią stałe lub zmienne specyficzne dla populacji poszczególnych 
ośrodków lub typów ośrodków lub też obszarów ze względu na dany typ oddziały
wania i przybierają zwykle postać liczb względnych, takich jak wskaźniki lub liczby 
stosunkowe. Funkcja zmiennej masy przybiera w modelu potencjału odpowiednio: 

a w modelu potencjału 
F(Mj) = Wj · Mj 

gdzie Wi, Wj są wagami masy Mi oraz Mj. 

(44) 

(45) 
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Interpretacja wag masy nie jest jednolita. Dodd przyjmuje, że zróżnicowanie po
pulacji z punktu widzenia możliwości wzajemnego oddziaływania zależy od szeregu 
czynników przystosowujących, które specyfikują oddziaływanie populacji (Dodd 
1950, s. 246, Cavanaugh 1950). Wśród czynników takich wymienia Dodd: dochód, 
wiek, płeć, wykształcenie, zawód, stan cywilny. Określenie wpływu tych czynników 
wyraża się, ważąc wielkość populacji poszczególnych ośrodków przez odpowiednie 
mnożniki. Jeżeli przyjąć, że mnożnik taki stanowi miarę intensywności, np. wielkość 
na głowę, to: 

Wi = [L W] i i odpowiednio Wj = [2::: W]j 
Mi Mj 

(46) 

gdzie [2::: W]i = WiMi należy interpretować jako "aktywność" populacji ośrodka i. 
Pozwala to sformułować wzór ( 4 7) w postaci: 

j 

[WiMi]· [WjMj] = [LW]i · [LWlj· 
i=l j=l 

(47) 

Określenia wpływu kilku czynników można dokonać przez wprowadzenie wag, 
z których każda reprezentuje wpływ kilku ważonych czynników. W tym przypadku 
Wi i Wj byłyby wagami złożonymi, a więc wielkościami przeciętnymi. W sformu
łowaniu Isarda, jeżeli W1i oznacza wagę podregionu i dla pierwszego czynnika, a 
Wgi oznacza wagę podregionu i dla czynnika g, to Wi jako suma ważonych wag 
stanowi19 : 

G G 

Wi = LC9 W9 i i odpowiednio Wj = LC9 W9 j (48) 
g=l g=l 

gdzie C 9 - waga ważonego czynnika g. 
W praktyce badawczej stosowano jednak pojedyncze wagi odnoszące się do 

wpływu jednego czynnika, a mianowicie przeciętnego dochodu na głowę20 . 
W zasadzie wagi traktuje się jako wielkości zaobserwowane. Można je jednak 

wyznaczyć jako wielkości przystosowane do obserwacji. Rammer i Ikle, badając 
wzajemne oddziaływanie między parami miast wyrażone liczbą rozmów telefonicz
nych i podróży samolotowych w postaci modelu grawitacji, wyznaczyli wagi po
szczególnych miast jako parametry na podstawie metody najmniejszych kwadra-

19 Isard (1960, s. 507); wśród różnych możliwych wag, jakie można by stosować, Isard wy
mienia: strukturę zawodową, strukturę płci i wieku, skład rasowy lub etniczny, procentowy udział 
ludności o dochodzie powyżej pewnego poziomu, procentowy udział ludności uczęszczającej do 
kościoła lub posiadającej własne domy, udział ludności miejskiej i wiejskiej, udział zamówień 
pocztą do ogółu sprzedaży, udział zakupów dokonanych w centrum ośrodka metropolitalnego 
w zakupach na obszarze metropolitalnym, stosunek inwestycji do produkcji rocznej, przeciętnej 
wysokości inwestycji na jednego zatrudnionego. 

20 Wielkość przeciętnego dochodu na głowę jako wagi została wprowadzona przez Isarda i 
Freutela (1954) do modelu potencjału, co pozwala przekształcić go w potencjał dochodu. Od
miennie określili wagi Stewart (1947a) oraz Warntz (1957b, 1959e), odnosząc ich wielkość do 
regionalnego zróżnicowania poziomu dochodu. 
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tów21
. Wagi te interpretują jako mierniki różnej "skłonności" poszczególnych miast 

do wzajemnego oddziaływania. 
Należy podkreślić, że brak jest jak dotąd bliższej analizy zależności, jaka zacho

dzi między wyborem odpowiednich wag, a określonym typem wzajemnego oddziały
wania. Możnajednak stwierdzić, że dobór odpowiednich wag ma na celu bądź okre
ślenie tej części populacji, która bierze udział we wzajemnym oddziaływaniu, bądź 
też znalezienie bardziej reprezentatywnego miernika masy, aniżeli liczba ludności. 
Stąd np. gdy bada się migrację ludności w ujęciu międzyregionalnym, dokonuje się 
na podstawie wiedzy o związku, jaki zachodzi między wielkością migracji a zróżni
cowaniem wielkości dochodu regionalnego, ważenia liczby ludności regionów przez 
dochód regionalny na głowę. W ten sposób pierwotnie przyjęta jako miernik masy 
liczba ludności zostaje przekształcona w wielkość dochodu regionalnego. Przyjęcie 
określonych wag może zatem przekształcić charakter pierwotnie przyjętej wielkości 
masy. 

Bardziej złożone jest zagadnienie wykładników potęgowych masy. Chodzi tu o 
próbę interpretacji funkcji zmiennej masy w postaci funkcji: 

(49) 

gdzie a, (3 wykładniki potęgowe masy i oraz j. 
N a możliwość wprowadzenia wykładnika potęgowego masy różnego od jedności 

zwrócił uwagę Anderson22 . 

Według Carrothersa zmienność wykładnika potęgowego masy wyraża wpływ 
stopnia aglomeracji ludności, stąd też poszczególne populacje winny być podnie
sione do różnych potęg23 . W ten sposób wykładniki masy będą stanowić jej funkcję. 
Inni jeszcze autorzy jak Hennes oraz Platt, proponują aby zamiast iloczynu wiel
kości mas wprowadzić pierwiastek kwadratowy tego iloczynu (Hennes 1953, Platt 
1946): 

(50) 

Powyższe sformułowanie zmienia jednak zasadniczo założenia modelu grawita
cji oparte o zasadę iloczynu zdarzeń niezależnych i nie daje się na tym gruncie 
uzasadnić. 

21 Rammer i Ikle (1957); wagi te wahają się od 0,34 do 3,06 dla rozmów telefonicznych oraz 
od 0,14 do 7,61 dla ruchu samolotowego na obszarze USA. 

22 Anderson (1955a, s. 291); w dyskusji nad postacią modeli grawitacji i potencjału Stewarta 
podkreślił znaczenie niezmienności wymiarów, co sugeruje stałość wykładnika potęgowego masy 
jako jedności. 

23 Carrothers (1956b, s. 98) stwierdza, że populacje o różnej wielkości winny być podniesione 
do potęgi większej niż jedność, ponieważ "istnienie większej populacji na jednym obszarze niż na 
innym, może samo w sobie wywierać wpływ, który jest proporcjonalnie większy niż może to być 
wyjaśnione przez modyfikację wielkości populacji przez pojedynczy mnożnik". 
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Zagadnienie wykładników potęgowych masy nie ma bliższego wyjaśnienia teo
retycznego. Brak też badań empirycznych, które wykazałyby, że ujęcie takie daje 
lepszą weryfikowalność modeli 24 . 

Przegląd powyższy wykazuje, że postać funkcji zmiennej masy może w modelu 
grawitacji przybierać postać: 

(51) 

i odpowiednio modelu potencjału: 

(52) 

Funkcja zmiennej odległości 

Ustalenie postaci funkcji określającej zależność, jaka zachodzi między wielkością 
reprezentującą wzajemne oddziaływanie a odległością wymaga empirycznego uza
sadnienia. Empiryczna wiedza o wpływie odległości na wielkość wzajemnego od
działywania jest mała. Dotychczasowe badania wykazują jednak, że wzajemne od
działywanie zmniejsza się wraz ze wzrostem odległości25 . 

Wpływ odległości, ogólnie biorąc, prowadzi do zmniejszania się oddziaływania 
wraz ze wzrostem odległości, ma jednak charakter złożony, co jest wynikiem dwóch 
grup przyczyn: 
l) wzrostu kosztu i czasu wielkości reprezentującej wzajemne oddziaływanie wraz 

ze wzrostem odległości fizycznej, a więc wzrostu odległości czasowych i prze
strzennych; 

2) zmniejszania się prawdopodobieństwa (częstości) relacji między jednostkami 
wraz ze wzrostem odległości. 
Wynikiem wpływu pierwszego czynnika jest zależność odwrotnie proporcjo

nalna, jaka zachodzi np. między liczbą przejazdów a odległością pomiędzy dwoma 
ośrodkami. 

Wynik drugiego czynnika zależy od specyficznego układu stosunków między po
pulacjami rożnych ośrodków lub obszarów i jest trudny do określenia. Upraszczając 
zagadnienie, można stwierdzić jednak, że jest to trzystopniowy proces. Punktem 
wyjścia jest tu prawdopodobieństwo powstania relacji, następnie jej utrwalenia, 
przy czym częstość kontaktu zależy z kolei od wpływu czasu i kosztu pokonywania 

24 Badania takie przeprowadzili Mylroie ( 1956) oraz Mackay (1958) jednak ze względu na 
stosowaną procedurę aproksymacyjną nie pozwalają one na właściwą i jednoznaczną identyfikację 
tych wykładników. 

25 Należy rozróżnić dwie sytuacje dotyczące wpływu odległości w zakresie przestrzennego 
oddziaływania; l) częstość lub prawdopodobieństwo oddziaływania np. migracji lub przejazdu 
między poszczególnymi ośrodkami lub obszarami położonymi w odległości d od siebie, tj. p(d); 
2) częstość lub prawdopodobieństwo oddziaływania między danym ośrodkiem lub obszarem a 
otaczającym go obszarem strefowym w odległości d od źródła oddziaływania, tj. f(d). Jeżeli 
jednostki obszaru przylegają do siebie, to f (d) stanowi prostą funkcję p( d), tj. f (d) = d p( d), por. 
Morrill (1963, s. 75). Należy podkreślić, że w zasadzie rozpatrujemy funkcje zmiennej odległości 
w pierwszej sytuacji. 
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odległości. Zachodzi tu więc również wpływ odległości na powstanie, utrwalenie i 
ponowienie się kontaktów (Ikle 1954, s. 126-127, Garrison 1956, s. 286). 

Te ogólne przesłanki wskazują na monotonicznie zmniejszającą się postać zależ
ności między wielkością wzajemnego oddziaływania a odległością. Nie wystarcza to 
jednak do ustalenia postaci funkcji opisującej tę zależność. Badania przeprowadzone 
nad różnymi formami oddziaływania (migracje, przejazdy, przewozy, rozmowy te
lefoniczne) wykazują, że w grę wchodzą tu następujące funkcje (Hagerstrand 1957, 
s. 112 i dalsze, Morrill 1963, s. 75-84): 

f(d)- l = ce-bd
2 

f(d)- l= ce-b(łogd)2 

f(d)- l = ce-b(d) 

f(d) - l = ce-b(logd) 

f(d) - l =cd-b 

J(d)- l= kn dn-le-kn 
rn 

tj. rozkład normalny; 

tj. rozkład logarytmiczno-normalny; 

tj. wykładniczy; 

rozkład logarytmiczno-potęgowy; 

hiperboliczny (potęgowy) 26 ; 

tj. rozkład funkcji Gamma. 

Rozkłady teoretyczne powyższych funkcji przedstawia rycina 2. 

(53) 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 

(58) 

Analiza porównawcza empirycznej interpretacji przedstawionych powyżej po
staci funkcji wykazuje, że żadna z tych postaci nie ma uniwersalnego znaczenia 
w zakresie opisu zależności między odległością a wielkościami reprezentującymi 
wzajemne oddziaływanie27 . Brak studiów porównawczych opartych na tym sa
mym materiale obserwacyjnym nie pozwala też na właściwe sprawdzenie hipotezy 
o przynależności danego rozkładu empirycznego do określonej klasy funkcji. Ana
liza porównawcza wykazuje równocześnie jednak, że zastosowanie funkcji potęgowej 
jest najprostsze i pozwala najłatwiej dobrać wyrażenia analityczne przedstawiające 
w przybliżeniu tę funkcję. Według Morrilla i Pittsa, którzy przeprowadzili ana
lizę porównawczą niektórych postaci funkcji, należy przyjąć, że funkcja potęgowa 
daje dobre dopasowanie, gdy oddziaływanie nie jest stałe, podczas gdy funkcja 
logarytmiczno-normalna i wykładnicza daje lepsze dopasowanie, gdy wprowadza 
się element związku w następstwie oddziaływania, jak to jest np. w pewnych typach 
migracji (Morrill 1963) 28 . 

Przyjęcie funkcji potęgowej jako tej postaci funkcji, która opisuje pomniejsza
jący wpływ odległości na wzajemne oddziaływanie pozwala określić wpływ funkcji 
odległości w modelach grawitacji i potencjału jako parametru empirycznego przy
stosowanego do obserwacji tj. f(d) = d-b. Estymacja parametru b przy pomocy 
regresji liniowej jest podstawą ustalenia wykładnika potęgowego odległości jako 
stałej w ściśle określonych warunkach. Jeżeli założy się, że powyższe założenie jest 

27 Empiryczne interpretacje poszczególnych postaci funkcji w odniesieniu do rozważanej za
leżności zawarte są w pracach: wykładnicza i gamma w pracy Cavalli-Sforza (1962); wykładnicza 
i logarytmiczno-normalna w pracy Kulldorffa (1955). 

28 Należy podkreślić, że funkcja wykładnicza jest podobna do logarytmiczno-normalnej, obie 
te funkcje według Morrilla i Pittsa przeszacowują oddziaływanie na bliską odległość. 
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Ryc. 2. Rozkłady teoretyczne migracyjnych funkcji odległości dla jednostek przestrzen

nych 
Źródło: Morrill (1963, s. 77). 

poprawne, to oszacowanie parametru w mo~elach ~rawi~~cji i potencjału o~iera 
się na zależności liniowej, jaka zachodzi między wielkoscią typu logiij/MJ lub 
logiij/MiMj a logdij, tj. (Ikle 1954, s. 127, Lovgren 1956, s. 368-369): 

I·· 
log ~ = log k - b log dij, 

Mj 
(59) 

I·· log -~-J- =log k- b log dij· 
MiMj 

(60) 

Fosługując się regresją liniową, na podstawie metody najmniejszych kwa~~atów 
dokonano oszacowania parametru b w równaniach o typie (5?) i (~O) d~~ rozny;:h 
rodzajów wzajemnego oddziaływania, tj. przejazdów, p:ze~ozo~,, migracJI, :oz~ow 
telefonicznych i innych zjawisk. Badania te wykazały, z~ wieikose w~kładm~a. Jako 
parametru waha się dość znacznie; przyjęcie jed~ak róz_rwch ~ost~c1 ~o~eh 1 sto~ 
sowanie różnych procedur estymacyjnych utrudma porowname wielkosci tego pa 

rametru. 
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Badania Garrisona oparte na modelu analogicznym do wzoru Ikle, dotyczące 
przejazdów drogowych mieszkańców osad wiejskich do miast wykazują, że wielkość 
wykładników potęgowych zróżnicowanych według sześciu typów dojazdów w ma
łym stopniu różni się od zera, a wyjątkiem są tujedynie dojazdy do pracy (Garrison 
1956, s. 283-285). Carroll natomiast ustalił, również na podstawie modelu typu 
Ikle, że wykładniki potęgowe odległości wahają się od -2,62 do -2,85, przy czym 
jako miarę wpływu przyjął liczbę rozmów telefonicznych (Carroll 1955, s. D6-D9). 
Wielkość wykładnika waha się też znacznie w badaniach Ikle nad przejazdami sa
mochodowymi od -0,69 do -2,57 (Ikle 1954, s. 129). 

Carroll i Bevis ustalają dla przejazdów metropolitalnych wykładnik ten w wy
sokości -1 ,63, podkreślając jednak, że będzie się on różnił dla różnych typów prze
jazdów (Carroll i Bevis 1957, s. 192). 

Analiza Bammera i Ikle wykazuje, że wielkość wykładnika potęgowego odległo
ści dla rozmów telefonicznych i przejazdów samolotowych waha się od -1,3 do -1 ,8, 
ale procedura estymacyjna tych autorów obejmuje zarówno szacowanie wykładnika 
potęgowego odległości, jak i wag masy (Hammer i Ikle 1957, s. 314). Hellvig (1964, 
s. 105) wielkość tę ustala między -1,9 a -2,0. 

Wąski zakres badań utrudnia określenie w jakich sytuacjach lub typach wzajem
nego oddziaływania można oczekiwać określonej wartości wykładnika potęgowego, 
co zmniejsza przydatność dotychczasowych obliczeń dla przewidywania. Niektórzy 
autorzy usiłują jednak wyjaśnić badź naświetlić zmienność wykładnika potęgowego 
odległości. 

Voorhees, analizując różne rodzaje podróży, stwierdził, że wykładnik potęgowy 
odległości zmienia się w zależności od celu podroży (Voorhees i in. 1955, s. 55-56). 
Podobnie Carroll i Bevis zauważają, że różne rodzaje przejazdów będą wykazy
wać odmienną wielkość wykładników; znajdują przy tym, że przejazdy do szkoły 
wykazują największą wrażliwość na wpływ odległości natomiast przejazdy "roz
rywkowe" najmniejszą (Carroll i Bevis 1957, s. 194). Lukermann i Porter (1960, 
s. 498) wysuwają przypuszczenie, że wartość wykładnika odległości będzie wynosić 
jeden, gdy wzajemne oddziaływanie dotyczy całej populacji. 

Najwięcej światła na to zagadnienie rzucają prace szwedzkie prezentujące zmia
ny w czasie wykładników potęgowych odległości w badaniach nad migracjami, tj. 
prace Bergstena (1951), Lovgrena (1956), Hagerstranda (1947, 1957, 1962), Dahla 
(1957). Lovgren (1956, s. 368) oblicza te wykładniki na podstawie danych dotyczą
cych migracji między parafiami dystryktu Sundsvall a powiatami Szwecji według 
dziesięcioleci za okres 1870-1948 w podwójnym sformułowaniu, tj. wzoru (59) i (60). 
W sformułowaniu wzoru (60) najwyższy parametr występuje w okresie 1900-1909 
( -2,35) oraz 1920-1929 ( -2,23), a w pozostałych czasokresach jego wahania nie są 
wielkie i oscylują wokół -2,05. Dane dotyczące wykładnika według wzoru (59) ze
stawione przez Hagerstranda (1957, s. 118-119) dla lat 1850-1950 wykazują znaczne 
wahania od -0,04 do -3,0; są one jednak wyrywkowe i dotyczą różnych obszarów 
miejskich i wiejskich. 

Analiza tych wykładników pozwala stwierdzić, że wykładniki te zmniejszają się 
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w czasie, przy czym w miastach wykazują łagodniejszy spadek niż na obszarach 
wiejskich. 

Również Taaffe (1962) stwierdza, że przeciętny wykładnik odległości, który naj
lepiej opisuje hierarchię dominacji miast na podstawie danych dotyczących lotni
czego ruchu pasażerskiego w USA, zmniejszył się z -2,0 w 1940 r. do wartości 
niższej od tej wielkości w 1955 r. 

Hagerstrand, porównując ich wielkość dla USA i Szwecji, wysuwa w związku z 
tym hipotezę, że wahania wykładnika potęgowego mogą być wyjaśnione różnicami 
poziomu rozwoju ekonomicznego. Odmienne przypuszczenie nasuwa natomiast Por
ter (1956, s. 341-342), który twierdzi, że kształt obszaru może wpływać na wahania 
wykładnika potęgowego odległości29 . Podając jako przykład obszar USA, który jest 
bardziej zwarty i zbliżony do koła niż Szwecja, Porter formułuje przypuszczenie, że 
wielkość wykładnika odległości jest wprost proporcjonalna do poziomu zwartości 
obszaru. 

Przeciwko szacowaniu wykładnika potęgowego odległości opartego na statysty
cznych metodach estymacji można wysunąć zastrzeżenie, że oszacowanie wielkości 
b jest tylko dobraniem funkcji aproksymującej najlepiej dopasowaną wartość tego 
parametru i wprowadzenie nowych zmiennych zmieni jego wartość. Zarzut ten sfor
mułowany przez Andersona (1955a) w gruncie rzeczy jednak nie dotyczy zagadnie
nia wyznaczania wykładnika, a uproszczenia postaci modelu30 . Stąd też Anderson 
przyjmuje arbitralnie wielkość wykładników d- 1 , d- 2 , d- 213 i następnie weryfikuje 
je na podstawie testu chi-kwadrat. Podobnie arbitralnie przyjmuje wielkość wy
kładników potęgowych odległości w zastosowaniu modelu potencjału Carrotbers 
(1958, s. 149) w postaci wielkości d, d2 , oraz v'd, wykazując zresztą, że każdy z nich 
daje najlepsze rezultaty w odniesieniu do różnych obszarów. 

W związku z tym należy przypomnieć argumentację Stewarta i Warntza (1958a, 
s. 119) przeciwko przyjmowaniu w modelu potencjału wykładników potęgowych 
większych niż dwa31 . Argumentacja ta sprowadza się do twierdzenia, że wprowa
dzenie do modelu potencjału wykładnika potęgowego odległości większej od dwa nie 
ma sensu, gdyż wielkość ta dawać będzie w wyniku nieskończenie wielkie wartości 
dla skończonego rozkładu gęstości ludności. 

Odmiennym podejściem do zagadnienia wykładnika potęgowego odległości jest 
propozycja traktowania go w modelu potencjału jako zmiennej zależnej bądź od 
wielkości masy, tj. b= f[1/MJ], bądź od samej odległości, tj. b= ![1/diJl· 

Pierwszą propozycję wysunął Anderson, sugerując, że wykładnik ten stanowi 
zmienną zależną odwrotnie od wielkości masy. Jeżeli np. dwa ośrodki j i m o różnej 
liczbie ludności (Pj > Pm) znajdują się w równej odległości od trzeciego ośrodka 

(dij = dim), to potencjał wywołany w i przez mniejszy ośrodek m, gdzie silniej 

29 Por. również Bergsten (1951). 
30 Por. również dyskusję między Ikle (1955) a Andersanem (1955b). 
3l Innym argumentem Stewarta i Warntza przeciw zmienności wykładnika potęgowego odle

głości są ewentualne trudności, jakie nasuwa to przy wykrywaniu pewnych stałych zachodzących 
np. w relacjach między potencjałem ludności a gęstością ludności. 
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redukowany przez dzielącą odległość niż potencjał wywołany w i przez większy 
ośrodek j (Anderson 1955a, s. 291, Anderson 1956, s. 180)32 . Propozycję tę uza
sadnia również H uff (1961, s. 26), stwierdzając, że im większa jest gęstość ludności 
danego miasta, tym większy jest opór odległości i stąd krótsza będzie odległość, 
jaką konsument przebywa dla dokonania zakupów. 

Druga propozycja wynika pośrednio z pierwszej. Carrotbers (1956a, s. 198, 
1956b, s. 97, 1958, s. 149) uzasadnia ją, stwierdzając, że opór jednostki odległości 
przeciw wzajemnemu oddziaływaniu na krótkich odległościach jest nieproporcjo
nalnie większy niż na długich odległościach. Ponieważ częstość wzajemnego oddzia
ływania jest większa w ośrodkach o dużej liczbie ludności, opór będzie też większy 
i można oczekiwać, że wykładnik potęgowy odległości zmienia się raczej wprost 
proporcjonalnie do liczby ludności aniżeli odwrotnie. 

Badania wpływu odległości na wzajemne oddziaływanie koncentrowały się głó
wnie na zagadnieniu oporu lub hamującego wpływu odległości, którego miernikiem 
jest wykładnik potęgowy odległości. Badania te opierają się na założeniu ciągłego 
charakteru wpływu odległości. Bez względu na wielkość wykładnika potęgowego 
odległości wielkość wzajemnego oddziaływania jest redukowana w pewien ciągły 
sposób. 

Jednakże studia empiryczne nad transportem lotniczym podważają to założe
nie. Jak wykazują badania Ikle (1954, s. 133) oraz Taaffe (1959, 1962), wpływ ten 
dotyczy tylko ograniczonych wewnętrznych stref, poza których obrębem powstaje 
pewien rodzaj płaskowyżu oddziaływania. Możliwe więc, że należałoby przyjąć tu
taj funkcję schodkową. Innym rozwiązaniem tego problemu mogłoby być wyra
żenie wpływu odległości w postaci układu przestrzennego, w którym weźmie się 
pod uwagę poszczególne sieci powiązań hierarchicznych między dużymi ośrodkami 
metropolitalnymi. Jeszcze inną alternatywą jest powiązanie analizy z pewnymi ele
mentami teorii ośrodków centralnych, tj. badanie wzajemnego oddziaływania na 
różnych poziomach hierarchiczności. 

Należy również zwrócić uwagę na fakt, że w badaniach oddziaływania między 
danym ośrodkiem a otaczającym go obszarem funkcja odległości zależy od kierunku 
pomiaru odległości (Price 1948). Zagadnienie to nie zostało bliżej sprecyzowane. 
Badania Lovgrena (1956) i Hagerstranda (1957) wykazują jednak, że założenie o 
zmniejszaniu się wzajemnego oddziaływania wraz odległością we wszystkich kie
runkach nie jest realistyczne i wymaga szczegółowej analizy. 

Nie udało się też bliżej ustalić związku między wielkością wykładników potęgo
wych odległości a typem odległości, tj. odległościami fizycznymi, ekonomicznymi, 
czasowymi i społecznymi 33 . 

32 Por. również Converse (1949) oraz Dunn (1956). 
33 Odległość fizyczną mierzoną w linii prostej wprowadzają Stewart (1948), Ikh§ (1954) i inni, 

odległość wzdłuż drogi- Zipf (1946b) oraz Anderson (1955a). Garrison (1956) stosuje odległość 
drogową, ale zróżnicowaną według typów dróg. Odległości kolejowe stosuje Carrothers (1958). 
Czas przejazdu jako miernik odległości wprowadzają Voorhees i in. (1955), koszt transportu -
Harris (1954); liczbę pośrednich możliwości Stouffer (1940, 1960). Jako miernik odległości pro
ponuje również Anderson (1956) zużycie paliwa w transporcie. Anderson (1956) zwraca uwagę na 
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Zmodyfikowana postać modeli grawitacji i potencjału 

Empiryczno-statystyczna interpretacja funkcji ma~y i odległości implikuj~ mod~fi
kację pierwotnej postaci modeli grawitacji i potencJału ,p~zez wprowadz,eme,do m~h 
wag masy i wykładników potęgowych masy i o~legł?sc1. w_ ten sposob rowname 
( 40) reprezentujące model grawitacji może przyb1erac postac: 

Wi(Mi)a·Wj(Mj)f3 
Iii = k dl?. ' 

~J 

(61) 

a równanie (41), które przedstawia model potencjału podobnie, może mieć postać: 

_ ~ Wi(Mi) 13 (62) 
Vi- k ~ dl?. 

j#l ~J 

gdzie . . . d k · . · ·-
Iij -wielkość wzajemnego oddziaływania między 2 aJ w anym 0 , resie: 'Ł, J -
1, 2, 3, ... , n, gdzie n stanowi całkowitą liczbę rozpatr_Ywanyc~ osrodk~w lub 
obszarów; przy n ośrodków liczba możliwych par oddzmływama wynosi: N = 

n[n- 1]/2; . . 
M· M· _wielkość masy (populacji) ośrodka lub obszaru 2 oraz]; 

~' J • d 
dij - odległość między i a j przy założemu dij = ij; 
Wi, Wi- wagi Mi, oraz Mi; . . . , 
a, {3, b_ wykładniki potęgowe reprezentujące czynmkl przystosowuJące zarowno 

stałe, jak i zmienne masy i odległości; 

k- stała; k · · 
Vi całkowite wzajemne oddziaływania na jednostkę ~asy w. p~n CI~ L . 

Należy podkreślić, że tak zmodyfikowana postać modeli ~yraz~ Jedy.m~ pewie~ 
ogólny typ założenia, który wymaga konkretyzacji, tj .. r~zw1ązama _POJęcwwego I 
technicznego mierników masy i odległości oraz wykład~1kow tyc~ z~uennych .. Ko.n~ 
kretyzacja modeli i określenie ich postaci strukturalneJ dokonuJe s1ę na dwoJakleJ 

drodze: 
l) przez estymację parametrów modeli, tj. w~g ~ub. wykładników na .po~~tawie 

ustalenia regresji liniowej, w zasadzie w odmes1emu ~~ m?delu gra:vitacJI, . 
2) przez przyjęcie a priori określonej wielkości wykładmkow 1 dokoname następme 

weryfikacji statystycznej. . . . . .. 
Zagadnienie to kształtuje się odmiennie w o~mes1emu do mo.delu grawi~aCJI 

i potencjału. Należy podkreślić, że wraz z rozwoJem pro~lematykl bad.awczeJ za~ 
rysował się odmienny zakres konkretyzacji i zastosowan:.a. obu modeli: stąd tez 
należy odrębnie rozpatrzeć zakres i warunki konkretyzacJI 1 zastosowama modelu 

grawitacji i modelu potencjału. 

konieczność zróżnicowania pomiaru odległości od rodzaju określonej t_rasy oraz op(~~~5s)'ro~~wiska. Na"bardziej złożony pomiar odległości w modelu potencjału propon~Je Lachen~. ' _ory za
mi~st odległości wprowadza "oddalenie" jako wymiar, będący funkcJą odległosCI fizyczneJ, czasu 

przejazdu, przepustowości sieci i wielkości ruchu. 
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Zbyszko Chojnicki 

Zakres i warunki zastosowania modelu 

potencjału w badaniach 

przestrzenno-ekonomicznych 
Zastosowanie model u potencjału w badaniach przestrzenno-ekonomicznych sta
nowi zasadniczą zmianę w podejściu do przestrzennego ujmowania zjawisk spo
łeczno-ekonomicznych. 

Podczas gdy dotychczasowe miary ograniczały się bądź do charakterystyki da
nego miejsca lub punktu, względnie określenia relacji między nimi, to model poten
cjału pozwala na kwantyfikację położenia miejsca (punktu lub obszaru) jako zbioru 
relacji do układu wszystkich innych miejsc. 

Badanie relacji zostaje tu przeniesione na strukturę przestrzenną układu roz
patrywaną jako funkcjonalną całość (Warntz 1956, s. 599, Duncan 1957a, s. 36, 
Warntz 1959a, s. 54 i dalsze). 

Określenie wielkości potencjału pozwala zsumować pewne własności danego 
układu przestrzennego i jest w zasadzie dla danego punktu bardzo precyzyjne. 
Na przykład porównanie potencjału populacji z gęstością populacji uwidacznia za
sadniczą odmienność tych dwóch miar. Gdy gęstość populacji danego podobszaru 
jest zależna tylko od liczebności populacji tego podobszaru, to wielkość potencjału 
populacji danego podobszaru zależy od rozkładu populacji w całym zbiorze pod
obszarów. 

Mimo że model potencjału nie jest bezpośrednio sprawdzalny, to jednak ma 
duże heurystyczne znaczenie. 

W związku z tym należy się przeciwstawić poglądowi Lukermanna i Portera 
(1960) o małej wartości i przydatności modelu potencjału w badaniach przestrze
nno-ekonomicznych. 

Zastosowania modelu potencjału w badaniach przestrzenno-ekonomicznych do
tyczą zasadniczo dwóch grup zagadnień: 
l) opisu rozmieszczenia ludności i pewnych skorelowanych wielkości ekonomicz-

nych; 
2) opisu zmian w rozmieszczeniu ludności. 
Pierwsza grupa zagadnień obejmuje: 
l) pomiar przestrzennego rozmieszczenia ludności w postaci map potencjału lud

ności; 

2) badanie korelacji między wielkością potencjału a pewnymi wielkościami społe
czno-ekonomicznymi; 

3) pomiar przestrzennej zmienności dochodu oraz popytu i podaży rynkowej. 
Druga grupa zagadnień dotyczy: 


