
Zbyszko Chojnidd, Teresa Czyż 

Podstawy metodologiczne zastosowania analizy czynnikowej 

1. Wstęp 

W ostatnich latach w światowej literaturze geograficznej analiza czynnikowa stała się 
powszechnie stosowaną metodą badawczą. Szybki rozwój zastosowań analizy czynnikowej 
jest symptomem wyraźnego postępu w dziedzinie zastosowania metod matematycznych 
w geografii. 

Nowe doświadczenia badawcze w zakresie zastosowań analizy czynnikowej oraz kry
tyka jej wartości poznawczej uzasadniają przeprowadzenie dyskusji nad podstawami 
metodologicznymi metody czynnikowej, które warunkują dalsze, jeszcze efektywniejsze 
jej stosowanie. 

Analiza czynnikowa jako metoda badania układów wielozmiennych w geografii eko
nomicznej może wykazać się szerokim zakresem zastosowania (patrz T. Czyż, 1970). 
Ostatnio najliczniejszą grupę prac dotyczących zastosowali analizy czynnikowej tworzą 
prace z zakresu tzw. ekologii czynnikowej miast,. Stanowią one kontynuację kierunku 
badawczego rozwiniętego w szkole chicagowskiej, zmierzającego do określenia podsta
wowych wymiarów strukturalnych zróżnicowania przestrzeni społeczno-ekonomicznej 

(B. J. L. Berry, F. E. Horton, 1970). Do nich należą prace dotyczące struktury prze
strzem1ej miast: Indii (B. J. L. Berry, H. Spodek, 1971), Kanady (L. S. Bourne, 
G. lVL Barber, 1971; K. E. Hayness, 1971), Szwecji (C. G. Janson, 1971), USA 
(R. Palm, D. Caruso, 1972; M. R. 'Gre·enberg, T. D. Boswell, 1972; R. Palm, 
}973) oraz pojedynczych miast: New Castle (D. Park,t)r, 1971), Christchurch (B. Donal
d s on, R. J. Johnston, 1973), Rio de Janeiro (F. B. Morris, G. F. Pyle, 1971), Lon
dynu (H. S. Biel, 1972), Akry (R. R. Brand, 1972), Moskwy (J. W. Mi e d wiedkow, 
1974). 

Drugą sferę zastosowania analizy· czynnikowej w geografii ekonomicznej stanowi ba
danie rozwoju ekonomicznego oraz regionalizacji i struktury regionalnej (J. H. P. Schil
derinck, 1970; G. A. Van der Knaap, 1971; S. D: Brunn, J. O. Wheeler, 1971; 
R. J. Saunders, 1971; Ch. Jaumotte, J. H. P. Paelinck, J~ M. Leheureux, M. Piet
quin, 1971; R. K. Semple, H. L. Gauthier, C. E. Youngmann, 1972; W. M. Żu
kowskaj a, 1973; H. G. Kariel, P. E. Kar i e l, 1973; B. Ortmann, 1971; T. Czyż, 
1971; A. Jelonek, 1971; J. A. Dawson, 1972; Z. Chojnicki, T. Czyż, 1972; W. R. 
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Black, 1973; J. Byfuglien, A. Norgard, 1973; D. Clark, 1973; M. S. Monmonier, 
1973; C. R. Bryant, 1974). 

Dalszy intensywny rozwój zastosowań nastąpił przez wprowadzenie analizy czynniko
wej do badania przestrzeni percepcji środowiska (K. R. Cox, G. Zannaras, 1970; F. B. 
Stutz, 1973; F. E. Horton, J. Louviere, D. R. Reynolds, 1973; W. Zielinsky, 
1974). 

2. Analiza czynnikowa a analiza głównych składowych 

Pojęcie "analiza czynnikowa" jest wieloznaczne i w ogólniejszym znaczeniu obejmu
je się nią wielemetod (patrz D. N. Lawley, A. E. Maxwell, 1963). Spośród nich najbar
dziej znane i szeroko stosowane to analiza czynnikowa w węższym znaczeniu i analiza 
głównych składowych. Między tymi dwiema metodami istnieją zasadnicze różnice wyra
żające się przede wszystkim w odmiennych założeniach metodologicznych. 

W analizie czynnikowej zakłada się dekompozycję zmiennej obserwowalnej x w na
stępujący sposób: 

gdzie 
ik czynniki wspólne (k = l, 2, ... m), 
ai ładunki czynnikowe (i = l, 2, ... ,n), 
ui czynniki swoiste (i = l, 2, ... n). 

Założenia powyższego modelu są następujące: l) liczba czynników wspólnych jest 
mniejsza niż liczba zmiennych, a więc m < n; 2) funkcja zmiennej x względem czynników 
f jest liniowa; 3) czynniki swoiste są nieskorelowane z czynnikami wspólnymi; 4) czynni
ki swoiste są wzajemnie nieskorelowane. Przy tych założeniach macierz kowariancji C 
między zmiennymi obserwowalnymi x może być rozłożona na: macierz kowariancji mię
dzyczynnikowych t/1, macierz ładunków czynników wspólnych A (element aii tej macierzy 
jest kowiariancją i-tej zmiennej z j-tym czynnikiem wspólnym) i macierz diagonalną wa
riancji czynników swoistych D, co zapisujemy wzorem1 : 

C= At/JA' +D. 

W szczególnym przypadku, gdy czynniki wspólne są nieskorelowane macierz t/J jest macie
rzą jednostkową, a zatem: 

C= AA'+D. 

W analizie czynnikowej zakłada się, że kowariancję między zmiennymi generują czyn
niki wspólne, podczas gdy czynniki swoiste wyjaśniają wariancję właściwą tylko jednej 
określonej zmiennej. Analiza czynnikowa jest w istocie rzeczy analizą macierzy .kowarian
cji z zasobami wariancji wspólnej na głównej przekątnej. Celem analizy jest wyodrębnie
nie zbioru tylko czynników wspólnych, co pociąga za sobą redukcję liczb zmiennych. 

1 Niekiedy zamiast macierzy kowariancji używa się macierzy korelacji, tj. macierzy kowariancji 
dla zmiennych standaryzowanych (por. D. F. Morrison, 1967, s. 223). 
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Należy podkreślić, że u podstaw analizy czynnikowej leży hipoteza podziału wariancji 
całkowitej na dwie części: wariancję wspólną i wariancję specyficzną. 

W przeciwieństwie do analizy czynnikowej - model głównych składowych nie uwzglę
dnia struktury wariancji zmiennej. Analiza głównych składowych jest ot:togonalną tran
sformacją układu zmiennych (x1 , x 2 , ••• , X 11 ) w zbiór nowych zmiennych (y 1 , y 2 , ... yp) 

i ma postać modelu matematycznego wyrażonego równaniem: 

(i = l, 2, ... n), 
(k = l, 2, ... p), 

przy czym liczba zmiennych empirycznych równa się liczbie nowych zmiennych, tzw. skła
dowych (n = p) i ogólna wariancja zmiennych x i równa się wariancji składowych Yk· 

W literaturze geograficznej z zakresu zastosowań metod czynnikowych często nie do
strzega się albo ignoruje różnice między analizą czynnikową i metodą głównych składo
wych. Zjawiskiem powszechnym jest mieszanie terminów tych dwóch metod, np. używa się 
zamiennie określenia czynnik i składowa. Ch. Ja u m o tt e i in. (1971, s. 46) piszą: "analiza 
czynnikowa zwana także analizą głównych składowych", W. R. Black (1973, s. 62) 
stwierdza: "Czwarty czynnik wyjaśnia 6,3/o ogólnej zmienności". W zastosowaniach nie 
precyzuje się często ściśle modelu i takie zabiegi, jak np. rotację ortogonalną ukośną, 
które możliwe są tylko w procedurze analizy czynnikowej nieprawidłowo stosuje się też 
w analizie głównych składowych (patrz P. M. Mather, 1972). 

Należy zaznaczyć, że cele analizy czynnikowej i analizy głównych składowych mogą 
być zbieżne, jednak każda z nich jest bardziej użyteczna w innej sytuacji problemowej 
(por. M. G. Kendall, 1968, s. 37; D. Harvey, 1969, s. 343-345; L. J. King, 1969; 
s. 165 i dalsze). Przykładowo można tu przytoczyć stwierdzenie D. F. Morrisona (1967, 
s. 257), który pisze, że chociaż analiza głównych składowych może w pewnym stopniu 
realizować cel analizy czynnikowej, pozostaje wciąż ortogonalną transformacją, a nie 
metodą analizy struktury kowariancji. W analizie głównych składowych, przez podział 
ogólnej wariancji zmiennych na sukcesywnie coraz mniejsze części, wyodrębnia się nowe 
zmienne zwane składowymi. Jeżeli kilka pierwszych składowych ma znaczny udział w ogól
nej wariancji, to można opisać wówczas system zmiennych bardziej "oszczędnie" za po
mocą tylko tych kilku składowych. W ten sposób analiza głównych składowych może rów
nież prowadzić do redukcji danych (podobnie jak analiza czynnikowa), jednak jej pod
stawowym celem pozostaje ortogonalna transformacja zmiennych. 

W związku z niniejszą dyskusją warto jeszcze zwrócić uwagę na fakt, że model analizy 
czynnikowej (w węższym znaczeniu) jest modelem statystycznym wykazującym wyraźnie 
podobieństwo do równań regresji wielokrotnej (R. J. R ummel, 1970). Porównując 

równanie czynnikowe z równaniem regresji można stwierdzić wyraźną odpowiedniość ter
minów: czynniki odpowiadają zmiennym niezależnym w analizie regresji, ładunki czyn
nikowe - współczynnikom regresji, wariancja specyficzna - pozostałościom regresji, 
ponadto zasób zmienności wspólnej - współczynnikowi determinacji wielokrotnej. Jed
nak cel poznawczy i użyteczność modeli są zasadniczo różne. W analizie czynnikowej 
ładunki identyfikują liczbę i naturę nieznanych wymiarów (czynników) przestrzeni zmien
nych, na~omiast w analizie regresji współczynniki określają udział każdego znanego wy
miaru (zmiennej niezależnej) w dopasowaniu wektora do tej przestrzeni zmiennych. 

9 



W praktyce, w badaniach geograficznych spotyka się liniowy model czynnikowy, od
powiadający liniowej zależności między rozpatrywanymi zmiennymi i czynnikami. Tym
czasem zastosowanie modelu czynnikowego w postaci wielomianu wyższego stopnia za
pewniłoby w niektórych sytuacjach badawczych większą precyzję wyników. W gruncie 
rzeczy R. P. Me Donald (1962) rozwinął już metody nieliniowej funkcji czynnikowej 
i opublikował odpowiednie programy obliczeń, wymagają, one jednak ustalenia ich przy
datności do bada{t empirycznych w geografii. 

3. Decyzje arbitralne przy zastosowaniu analizy czynnikowej 

.Ogólnie biorąc, dotychczasowe zastosowania w badaniach geograficznych preferowa
ły jednak metodę analizy czynnikowej. Ostatnio wysuwa się_ wiele krytycznych argumentów 
przeciwko stosowaniu metody analizy czynnikowej na\viązujących do arbitralności nie
których decyzji w procedurze badawczej tej metody. Równocześnie przypisuje się większą 
wartość wynikom pochodzącym z analizy głównych składowych. Wydaje się jednak, że 
w toku tej dyskusji należy pamiętać o tym, iż efektywne stosowanie każdej metody wymaga 
przede wszystkim właściwego dostosowania założeń metody do specyfiki problemu ba
dawczego. 

Do zagadnień stanowiących sedno krytyki analizy czynnikowej należą: 1. wybór 
zmiennych, 2. estymacja zasobu zmienności wspólnej, 3. rotacja czynników. 

Ad 1. Planując analizę czynnikową, należy dokonać starannego doboru zmiennych. 
Oczywiście, że ta wskazówka odnosi się równie dobrze i do innych modeli matematy
cznych. W wyborze zmiennych do analizy czynnikowej kierujemy się wstępnie przyjętymi 
założeniami o analizowanym zjawisku. Wybiera się zmienne, z których każda jest istotna 
dla wybranego problemu badawczego. Zjawisko poddane badaniu musi być scharaktery
zowane za pomocą wyjściowych zmiennych. Jeżeli pewne aspekty badanego fragmentu 
rzeczywistości zostaną pominięte ·w wyjściowym zbiorze zmiennych, nie pojawiają się one 
w strukturze czynnikowej. 

Ad 2. W analizie czynnikowej stosuje się wiele sposobów estymacji zasobów zmienności 
wspólnej (Z. Piasecki, 1969). L. J. King (1969) estymuje zasób wariancji wspólnej ja
ko współczynnik determinacji wielokrotnej zmienn·ej ze .względu na po~ostałe zmiem1e 
zbioru. W licznych zastosowaniach wprowadza się jedności :na przekątną macierzy kore
lacji poddanej analizie czynnikowej, zakładając tym samym występowanie tylko wariancji 
wspólnej (K. E. Hayness, 1971). W tym przypadku analiz,a czynnikowa Iiie różni się 

od analizy głównych składowych. 
Liczbę czynników wspólnych ustala się, wykorzystując kryterium Kaisera: wyodrę

bnia się tylko czynniki odpowiadające wartościom własnym większym od jedności. 
Trzeba również zaznaczyć, że ponieważ w analizie czynnikowej tylko część całkowitej 

zmienności jest wyjaśniona przez czynniki wspólne, wartości czynnikowe są jedynie esty
mowanymi wartościami w porównaniu ze ścisłymi wartościami ~kładowych. 

Reasumując należy przyznać, że wybór metody estymacji zasobu zmienności wspólnej 
jest decyzją, która obciąża wyniki analizy czynnikowej pewną dozą subiektywizmu. Pro
blem estymacji wariancji wspólnej .nie wys!ępuje w analizie głównych składowych po pro-
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stu dlatego, że zagadnienie wariancji wspólnej nie mieści się w jej założeniach modelo

wych. 
Ad 3. Faktoryzacja macierzy kowariancji nie jest jednoznaczna nawet w przypadku 

ograniczenia się do struktur ortogonalnych. Problem wyboru jednej z dekompozycji na
zywa się problemem rotacji. W rozwiązaniu problemu rotacji pierwsza decyzja dotyczy wybo
ru między strukturą ortogonalną i ukośną. W badaniach geograficznych operuje się najczę
ściej rotacjami ortogonalnymi, m. in. ze względu na ich łatwiejsze opracowanie statysty
czne. Poprawność tego podejścia w wielu sytuacjach badawczych, gdy czynniki są skore
lowane na podstawie pr:z;esłanek teoretycznych, kwestionowali R. J. J ohnston (1971) 
i P. H. Rees (1971). Ostatnio spośród geografów rotację ukośną zastosowali: K. E. Hay
ness (1971) w procedurze testowania struktury ekologicznej ~1ontrealu oraz F. E. Hor
t o n i in. ( 1973) w analizie czynników przestrzeni percepcji zmian systemu. komunikacyj
nego. Podstawę technik rotacji stanowi ogólna zasada tzw. prostej struktury. Jednak ka
żdy program rotacji oparty jest na pewnym kryterium, które wymaga maksymalizacji 
lub minimalizacji pewnej funkcji, np. rotacja Varimax, Quartimax, Quartimin, Oblimin 
itd. Wybór jednego z programów rotacji jest subiektywny. Jednak z chwilą wyboru pro
gramu rotacjajest jużjednoznacznie określona przez dane empiryczne (M. Nowakowska, 

1973). 

4. Założenia i interpretacja wyników analizy czynnikowej w geografii 2 

Jednym z podstawowych zagadnień jest problem roli poznawczej analizy czynnikowej 

w badaniach geograficznych. 
Analizę czynnikową należy traktować jako metodę wyodrębniania czynników, tj. 

pewnych wielkości istotnych dla kształtowania innych wielkości zarówno o charakte
rze klasyfikującym, jak i porządkującym. Metoda ta ma przede wszystkim charakter 
heurystyczny i odkrywczy oraz stanowi źródło hipotez faktualnych, jakkolwiek w pew
nych przypadkach może też być traktowana jako metoda testowania hipotez. 

Odkrywczy charakter metody czynnikowej opiera się na zasadach swoistej redukcji 
statystycznej, która przez określenie przestrzeni zmienności badanych cech pozwala od
kryć pewne ich podstawowe właściwości, tj. czynniki. Vv' ten sposób czynnik powiązany 
jest znaczeniowo z terminami obserwacyjnymi i stanowi ich uogólnienie. Analiza czynni
kowa stanowi więc swoistą rnetodę budowy hipotezy na temat istotnych wielkości (czyn

ników) w danym fragmencie rzeczywistości. 
Istnieją dwa zasadnicze poglądy na zagadnienie interpretacji czynników: opisowy 

i teoretyczny (R. J. Rumme1, 1970; P. H. Rees, 1971; M. Nowakowska, 1973). 
Interpretacja opisowa polega na ustaleniu nazwy daneg.o podzbioru zmiennych zależnych, 
wyodrębnionych jako czynnik (tzn. o najwyższych ładunkach w danym czynniku), tak 
aby uogólnić znaczenie tych zmiennych. Czynniki tak pojmowane są terminami klasy
fikacyjnymi i mają znaczenie opisowe. Zgodnie z tym poglądem analiza czynnikowa jest 
techniką opisu i może prowadzić do sformułowania twierdzeń opisowych. 

2 W dalszym ciągu opracowania będziemy zajmowali się analizą czynnikową w ogólniejszym 

znaczeniu. 
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Interpretacji opisowej przeciwstawia się interpretację teoretyczną lub wyjaśniającą. 
Należy zwrócić uwagę, że wśród autorów prac dotyczących podstaw analizy czynnikowej 
istnieje w tym zakresie znaczne pomieszanie pojęć, uwidacznia się to między innymi 
w iunctim między interpretacją przyczynową i teoretyczną (por. R. J. R ummel, 1970), 
co nie jest właściwe, gdyż interpretacja przyczynowa stanowi tylko pewien przypadek 
interpretacji teoretycznej. 

Interpretacja teoretyczna wiąże się przede wszystkim z traktowaniem czynników jako 
terminów (predykatów) teoretycznych, a więc takich, które denotują cechy lub relacje 
nieobserwowalne w przeciwieństwie do terminów obserwowalnych. W tym ujęciu czyn
nik traktuje się jako konstrukt pojęciowy zawierający nadwyżkę znaczeń (M. N owako
wska, 1973). 

Zagadnienie, w jakim stopniu nadaje się czynnikowi charakter teoretyczny jest zwią
zane z wykorzystaniem pojęcia czynników do budowy teorii. 

Wątpliwości budzi również sprawa interpretacji przyczynowej analizy czynnikowej. 
Wiąże się to z próbą potraktowania czynników jako przyczyn zmienności zjawisk opisy
wanych przez zmienne wyjściowe. Nie wdając się w szerszą analizę pojęcia przyczynowości 
i licznych trudności, jakie są w z tym związane, należy zwrócić uwagę na to, że w badaniach 
geograficznych opierających się na obserwacji, a nie na eksperymencie, interpretację ta
ką można oprzeć na statystycznej analizie związku przyczynowego wyrażonej w modelu 
Simona-Blalocka, tj. w postaci modelu równań rekurencyjnych. Analiza czynnikowa 
w tym ujęciu reprezentuje pewien specyficzny przypadek tego typu modelu przyczynowego 
(H. M. Blalock, 1964). 

Ryc. 1. Struktura zależności 
Fig. 1. Dependence structure 

Analiza czynnikowa w węższym znaczeniu jest modelem przyczynowym, w którym 
zakłada się, że między zmiennymi obserwowalnymi xi nie istnieje bezpośrednia zależność 
przyczynowa (ryc. 1). Przyczynami zjawisk obserwowalnych są tylko zmienne nieobser
wowalne h występujące w postaci jednego lub większej liczby czynników. Jest rzeczą 
zrozumiałą, że dzięki zależności przyczynowej zmiennych h i xi zachodzi również korela
cja między zmiennymi obserwowalnymi. Tego rodzaju zależność ma jednak charakter 
zależności formalno-statystycznej, zwanej korelacją pozorną, gdyż między zmiennymi 
obserwowalnymi brak jest bezpośredniej więzi przyczynowej. Zakłada się, że przyczyna
mi korelacji stwierdzonych w danym zbiorze zmiennych obserwowalnych mogą być je
dynie czynniki. Czynniki mogą, lecz bynajmniej nie muszą być powiązane przyczynowo. 
Stosując liniowe równania jednoczesne, można zapisać każdą zmienną obserwowalną 
xi (i = l, 2, ... ,n) jako funkcję podstawowych czynników (zmiennych ukrytych) h (k = 
= l, 2, ... m) plus dodatkowy termin ei, reprezentujący skutki działania ubocznych czyn
ników, swoistych tylko dla określonej zmiennej xi. W ten sposób otrzymuje się układ 
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równań: 

Xt = b1 +a11/1 +a12f2 + ··· +atm.t:n+et' 

X2 = h2 +a21/1 +a22f2 + ··· +a2mf,n+e2, 

Xn = bn+ an2f1 +an2f2+ ... +a,mr/,n+en, 

dla których zakłada się, że: l) wartości e i są nieskorelowane, 2) niektóre współczynniki 
aik mogą być równe zeru. W procedurze wyodrębniania kolejnych czynników sukcesyw
nie redukuje się wartości korelacji między zmiennymi x i· Po wyodrębnieniu wszystkich m 
czynników, pozostałości korelacji powinny być równe zeru lub bliskie zeru (w przypadku 
błędu próby). 

W niektórych sytuacjach empirycznych te założenia przyczynowe analizy czynnikowej 
wydają się niewłaściwe. Przypuśćmy, że zmiennymi obserwowalnymi są: poziom wykształ
cenia, wysokość dochodu, odsetek zatrudnionych w przemyśle, sprzedaż w handlu deta
licznym. Proponuje się wyodrębnienie czynników, które wyjaśniają korelacje między tymi 
obserwowalnymi zmiennymi i mogą być stosowane w charakterystyce miasta. Tymczasem 
racjonalniejsze wydaje się traktowanie poziomu wykształcenia jako bezpośredniej przy
czyny wysokości dochodu niż wyjaśnianie korelacji tych dwóch zmiennych obserwowal
nych w kategoriach jakiegoś ukrytego czynnika, który trudno nawet nazwać. Konieczne 
byłoby więc rozpoznanie par obserwowalnych ~miennych, które. są skorelowane przyc.zy:
nowo i dokonanie modyfikacji równań tych zmiennych. W przeciwnym przypadku mozna 
popełnić błąd, określając niewłaściwe czynniki albo nadając zbyt "ubogą" interpretację 

wyodrębnionym czynnikom. . . , . 
Należy zwrócić uwagę, że w świetle dotychczasowych zastosowan rola anahzy czyn

nikowej w konstrukcji modeli przyczynowych sprowadza się zasadniczo tylko do wyodrę
bnienia podstawowych wymiarów zbioru zmiennych przyczynowych. Przykładem tego 
sposobu stos0wania analizy czynnikowej są badania K. R. Coxa (1968) w dziedzinie 
geografii politycznej. K. R. C o x testuje przyczynowe zależności statys.tyczne między ty
pami przedmieść i zachowaniem się głosujących w obszarze metropolitalnym L?ndynu. 
Funkcja analizy czynnikowej polega na redukcji 21 zmiennych społeczno-ekonomicznych, 
charakteryzujących środowiska przedmieść, do czterech istotnych wymiarów: l) czynnika 
społecznego, 2) czynnika odległości od centrum Londynu, czyli podmiejskości, 3) czynnika 
dojazdów do pracy, 4) czynnika struktury wieku. Te cztery czynniki na podstawie założeń 
a priori traktuje się jako przyczyny dwóch zjawisk: l) liczby głosujących na partię ~onser
watywną oraz 2) udziału ludności w wyborach, i rozwija się model przyczynowy S1mona
-Blalocka. Analiza korelacji cząstkowych pozwala określić działanie poszczególnych 
czynników i zmodyfikować łańcuch przyczynowy, co z kolei prowadzi do konstrukcji 
sukcesywnego modelu bardziej zgodnego z danymi empirycznymi (ryc. 2). 

dOJOZdy do~ lmiejs~!us ro!oczny..,__wiek 

udział ludnosci głosy no partię 

w wyborach konserwatywno 

Ryc. 2. Zależności przyczynowe 
Fig. 2. Causal dependencies 
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5. Badanie zmienności przestrzennej i czasowej w analizie czynnikowej 

W geografii stosuje się wiele technik czynnikowych związanych z analizą trzech możli
wych przekrojów prostopadłościanu danych i ich przestawień (R. J. Rum m e l, 1970). 

Pierwszy sposób cięcia prostopadłościanu danych poziomo, równolegle do płaszczy
zny "indywiduum - cecha" prowadzi do macierzy danych dla określonego momentu 
czasowego, w której cechy tworzą kolumny, a indywidua - wiersze (ryc. 3). Faktorowa
nie tej macierzy nosi nazwę techniki R. Operuje się macierzą korelacji między cechami 
i uzyskuje ładunki czynnikowe dla cech. Rozwiązania czynnikowego dokonuje się najczę
ściej przy zastosowaniu tej techniki, prowadzi ona do redukcji przestrzeni wielocechowej. 
Jeżeli macierz typu indywidua x cechy będzie transponowana, to indywidua tworzą ko-

t l 

! 
momenty 

~ 
' ~ 

!.; 

V 
!.-' 

in 

czasoweJ 

!twtdua 
..,.__ cechy__. K 

Ryc. 3. Prostopadłościan danych 
Fig. 3. Data cube 

lumny, a cechy - wiersze. Ta technika zwana Q odnosi się do korelacji między jednostka
mi rozpatrywanymi w kategoriach cech. W tym układzie każdy czynnik reprezentuje 
"typ" (czyli wiązkę indywiduów). Ładunek czynnikawy określa więc stopień podobieństwa 
między jednostką a typem. Natomiast wartości czynnikowe identyfikują cechy, które 
różnicują jednostki w klasy. Ostatnio technika Q znajduje coraz szersze. zastosowanie 
w zagadnieniach klasyfikacji przestrzennej. (Z. Chojnicki, T. Czyż, 1972; W. R. B Jack, 
1973; W. Zelinsky, 1974). Algorytm i program rozwiązania techniką Q w języku For
tran IV, opracowany przez J. E. Klovana i J. Im brie (1971) umożliwia operowanie 
w analizie czynnikowej macierzami o znacznych rozmiarach (1500 indywiduów x 50 zmien
nych). 

Drugi sposób cięcia prostopadłościanu danych jest pionowy, równoległy do płaszczy
zny "moment czasowy - cecha" i daje w rezultacie macierz serii czasowych, obejmującą 
wartości cech dla jednego indywiduum w różnych momentach czasowych. Tę macierz 
można analizować dwiema technikami metody czynnikowej: techniką O, gdy badamy 
cechy jednego indywiduum w różnych momentach czasowych oraz techniką P, gdy ba
damy momenty czasowe w kategoriach cech jednej jednostki. Wydaje się, że tego rodzaju 
podejście w analizie czynnikowej stanowi raczej kierunek badawczy ekonomii. 

Trzecie cięcie prostopadłościanu danych jest równoległe do płaszczyny "moment cza
sowy - indywiduum" i daje macierz obejmującą zbiór jednostek opisanych w kategoriach 
tylko jednej cechy w różnych momentach czasowych. Istnieją dwa sposoby analizy tej 
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macierzy: techniki T i S. Technika T analizy macierzy typu "indywidua x momenty cza
sowe" określa istotne momenty czasowe, potrzebne do Ópisania podobieństwa jednostek 
w kategoriach jednej cechy. Faktorowanie macierzy typu "momenty czasowe x indywi
dua" zwane jest techniką S i pozwala określić grupy jednostek, które w kategoriach je
dnej cechy podobnie zmieniają się w czasie. 

Interesującym przykładem zastosowania techniki S są badania D. J effreya, E. Ca
settiego i L. J. Kinga (1969) nad ekonomicznymi fluktuacjami w systemie miast. Po
nieważ dotyczą one nowego pola zastosowal1 analizy czynnikowej w geografii ekonomi
cznej, warto im poświęcić trochę uwagi. 

Dla próby obszarów metropolitalnych USA określono serie czasowe wielkości bezro
bocia. Sformułowano hipotezę, że komponenty zmienności czasowej zjawiska w systemie 
obszarów metropolitalnych, takie jak trendy i oscylacje cykliczne, związane są z czynnika
rni zróżnicowanymi pod względem przestrzennego zasięgu oddziaływania. Seria czasowa 
zawiera trzy różne poziomy zmienności odpowiadające: l) czynnikom działającym w ca
łym systemie, 2) czynnikom wspólnym dla grupy elementów systemu, 3) czynnikowi spe
cyficznemu dla każdego elementu. Do testowania tej hipotezy zastosowano analizę dwu
czynnikową Holzingera dla macierzy korelacji obszarów metropolitalnych rozpatrywa
nych w kategoriach serii czasowych. Model struktury czynnikowej serii czasowej przybie
ra następującą postać: 

gdzie 

Y i 
X 

i-ta seria czasowa, 
czynnik ogólny występujący we wszystkich seriach czasowych zbioru, 
czynnik wspólny dla serii czasowych dla m-tej grupy elementów, 
czynnik specyficzny dla elementu i. 

a, b, c - ładunki czynnikowe. 

Należy podkreślić, że proponowane podejście jest szczególnie wartościowe, gdyż pozwala 
realizować postulaty dynamicznego i systemowego ujmowania procesów w ujęciu prze
strzennym. 

Każda z wymienionych technik stwarza możliwość określenia modelu czynnikowego 
dla jednej warstwy prostopadłościanu danych. Sformułowanie systemu modeli przy za
stosowaniu określonej techniki dla całego zbioru warstw może stanowić punkt wyjścia 
dla badań porównawczych (technika M). Analiza porównawcza struktur czynnikowych 
w przestrzeni i w czasie jest szeroko stosowana w geografii miast i w badaniach nad roz
wojem ekonomicznym (B. J. L. Berry, H. Spodek, 1971; K. E. Hayness, 1971; 
Ch. Ja umotte i in. 1971). Należy jednak zauważyć, że istnieje pewne niebezpieczeństwo 
w sto~owaniu tego rodzaju studiów porównawczych: często natura czynnikÓw zmienia się 
i serie rozwiązań czynnikowych nie są porównywalne. W związku z tym na uwagę zasłu
guje propozycja metodologiczna J. H. F. Schildernicka (1970) w sprawie wykorzysta
nia rotacji w studiach porównawczych. Ponieważ w serii przestrzennej struktur czynniko
wych dominujące cechy w odpowiadających kolejnych czynnikach mogą być często różne, 
co uniemożliwi analizę porównawczą, określony czynnik jest ratowany ze względu na tę 
samą zmienną. 
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W poszukiwaniu dalszych rozwiązań czynnikowych przyjmuje się przekształcenie 

zbioru danych o wymiarach N x n x t (indywiduum x cecha x moment czasowy) w na
stępujące macierze: 

l) macierz typu N x nt, przy założeniu, że określona cecha jednostki dla dwóch róż
nych momentów czasowych jest traktowana jako dwie różne zmienne; analiza czynnikowa 
tej macierzy wyodrębnia ładunki czynnikowe dla cechy określonego momentu czasowego; 

2) macierz typu N t x n; faktorowanie tej macierzy daje ładunki czynnikowe dla każdej 
zmiennej i wartości czynnikowe dla każdego indywiduum w określonym momencie cza
sowym; 

3) macierz typu t x nN; analiza czynnikowa tej macierzy określa ładunki czynnikowe 
dla cechy określonej jednostki. 

Zastosowanie tego rodzaju ujęCia prostopadłościanu danych w analizie czynnikowej 
przedstawia A. S. Banks (1974). Bada on rozwój krajów uprzemysłowionych i nieuprze
mysłowionych w kategoriach ośmiu zmiennych społeczno-ekonomicznych w latach 1868-
-1963. Zakłada się, że układy zmian społeczno-ekonomicznych w badanym pr~ekroju cza
sowym można zredukować do następujących podstawowych wymiarów: l) urbanizacja, 
2) budżet i handel, 3) komunikacja,~ 4) edukacja. Założenie to weryfikuje się przy zasto
sowaniu analizy czynnikowej macierzy typu Nt x n. Studium porównawcze trendów cza
sowych wyodrębnionych czynników zmian pozwala scharakteryzować etapy rozwoju 
poszczególnych krajów. 

Najbardziej interesującą propozycją metodologiczną jest próba rozciągnięcia modelu 
czynnikowego do analizy prostopadłościanu danych dokonana przez L. R. Tuckera 
(1963). Metodologia ta polega na jednoczesnej analizie czynnikowej łącznej macierzy ko
wariancji dla zbiorów zmiennych w przestrzeni i w czasie. L. R. Tucker przeprowadza 
ją w sposób konwencjonalny za pomocą trzech analiz czynnikowych dla dwuwymiaro
wych macierzy typu: NtXm ntXN, NnXt, co pozwala wyodrębnić istotne cechy (m), istotne 
indywidua (p), istotne momenty czasowe (q). Punktem kulminacyjnym jest obliczenie 
macierzy rdzeniowej o wymiarach m xp x q, czyli 3-kierunkowej macierzy wartości czyn
nikowych w następujący sposób: 

gdzie 
q G pm macierz rdzeniowa, 

mAnXNt = mXNt ' 

pBNXmt = pXmt' 

ąCtXpm = ąG pm ' 

11
Am, NBp, tCq - macierze ładunków czynnikowych. 

Elementy macierzy rdzeniowej określają siłę zależności między czynnikami każdego 
z trzech wymiarów prostopadłościanu danych i reprezentują istotną jednostkę wyrażoną 
w kategoriach istotnych cech w istotnych momentach czasowych. Model czyunikowy 

przybiera więc postać: 
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( i = l, 2, · · · n ) , 

(j = l, 2, ···N), 

(k = l, 2, ... t) . 

Pierwszą próbę zastosowania tej wersji modelu czynnikowego w geografii podjął 
R. G. Can t (1971). Należy zaznaczyć, że rozszerzona koncepcja modelu czynnikowego 
może stanowić propozycję w zakresie budowy modelu czasoprzestrzennego. Badania 
empiryczne w dziedzinie analizy systemów regionalnych prowadzone w Zakładzie Geo
grafii Ekonomicznej UAM mają na celu sprawdzenie efektywności modelu czasoprze-

strzennego w ujęciu czynnikowym. 
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