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ZAMIAST WSTEPU

Skrypt zawiera elementy matematyki wyzszej z zakresu czterech istotnych
1 podstawowych jej czg$ci: funkcji i ich whasnosci, pochodnych, catek oraz algebry macierzy.
Przedstawiony materiat zawiera powtdrzenie i uzupetnienie wiedzy matematycznej z zakresu
szkoty $redniej. Podana teoria, w wigkszosci uzupetniona przyktadami, wprowadzana jest
w sposOb mozliwie najmniej formalny, z wyjatkowym uzywaniem symboli spoza wiedzy
potocznej. Definicje, wlasnosci i twierdzenia nie stanowia nowatorskiego uje¢cia. Celem
bowiem jest jedynie zebranie w jedng cato$¢ tych elementéw matematyki, ktore stanowig
tres¢ wyktadu dla studentow, dla ktorych matematyka jest przedmiotem pomocniczym i
przedstawienie go w sposob najbardziej przystgpny. Uzyte w materiale fotografie i1 informacje
o matematykach pochodza z bazy biograficznej matematykéw zamieszczonej na stronie
szkockiego uniwersytetu St Andrews: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/BiogIndex.html.
Wykresy funkcji w wigkszosci wykonane zostaly przy pomocy ogodlnie dostgpnego
bezptatnego programu GraphCalc (http://www.graphcalc.com/download.shtml). Zache¢cam
przesytanie komentarzy dotyczacych przedstawionego materiatu, w tym rdwniez ze
wskazaniem nie$cistosci oraz btedéw, na adres jhauke@amu.edu.pl.
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ROZDZIAL 1

LICZBY OGOLNIE

1.1. TO CO ZNANE ZE SZKOLY SREDNIEJ

W czasie kolejnych krokow naszej edukacji matematycznej zapoznajemy si¢ kolejno
z liczbami naturalnymi, calkowitymi, a nastgpnie z ulamkami liczb catkowitych,
czyli liczbami wymiernymi, ktorych dalszym rozszerzeniem sg liczby rzeczywiste.

Liczby wymierne

Sa to liczby, ktére mozna zapisa¢ w postaci stosunku dwoch liczb catkowitych. Zatem
to te liczby rzeczywiste, ktore maja skonczone badz (od pewnego miejsca) okresowe
rozwinigcia dziesi¢tne.

Liczby rzeczywiste

To takie liczby, ktorych uzywamy do przedstawienia wartosci ciggltych (w tym zera
i liczb ujemnych). Klasycznym modelem zbioru liczb rzeczywistych jest linia prosta. Zbior
liczb rzeczywistych oznaczany jest symbolem R. Pojecie liczby rzeczywistej obejmuje
wszystkie rodzaje liczb uzywane w codziennej praktyce — liczby naturalne, catkowite, utamki,
liczby ujemne, pierwiastki...

Liczby niewymierne
To te liczby rzeczywiste, ktore nie sg liczbami wymiernymi. Oznacza to, ze liczby
niewymiernej nie mozna zapisa¢ w postaci ilorazu dwu liczb calkowitych. Rozwinigcie

dziesigtne liczby niewymiernej jest nieskonczone i nieokresowe, np. V2 = 1,41421356 ...
Pierwiastek arytmetyczny drugiego stopnia z liczby naturalnej jest liczbg wymierng wtedy 1
tylko wtedy, gdy liczba ta jest kwadratem liczby naturalnej.
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Liczba przest¢pna

Inaczej jest to liczba niebedaca liczbg algebraiczng. Zatem jest to taka liczba
rzeczywista, ktora nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu jednej zmiennej
0 wspotczynnikach catkowitych:

Apx™ + Ay X" 1+ +ax! + ay =0

Przyktadami liczb przestepnych sa szczegolne liczby niewymierne, takie jak: znane nam stale
matematyczne m oraz liczba e (ktorej opis znajduje sie ponizej).

1.2. WPROWADZAMY LICZBE ¢

Liczba e zostata wprowadzona do matematyki niejako kuchennymi schodami, czyli
w sposOb nie bezposredni. Aby pokona¢ trudnosci obliczeniowe z dzialaniami na duzych
liczbach (np. mnozenie), w czasach gdy nie dysponowano jeszcze zadnymi, nawet
najprostszymi maszynami do obliczen, probowano zastosowaé bardzo logiczng metodg
przeskalowania by dziatania te wykonywaé¢ na mniejszych liczbach a po wykonaniu dzialan
wroci¢ do skali oryginalnej. W 1614 r. John Napier przedstawit pracg o logarytmach (to jest
wlasnie przeskalowanie-zmniejszenie), ktore posrednio odwotywaty sie do dziwnej i
nieznanej wowczas podstawy, pozniej rozpoznanej jako odwrotno$é liczby e (oznaczenie e
wprowadzit w 1736 r. szwajcarski matematyk Leonhard Euler)., ktorej przyblizenie Euler
podat z 18 miejscami po przecinku: e = 2,718281828459045235.

John Napier (Neper) (1550-1617)
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SCHWEIZERISCHE NATIONALBANK

BANCA NAZIUNALA SVIZRA

Leonard Euler (1707-1783) na szwajcarskim banknocie 10-cio frankowym

Euler pokazal, ze

101 1 1 : 1\"
e=l+z+otot o+t oraze =lim, ., (1+:)
gdzie n! jest silnig liczbyn (n! =1 X2 X3 X4 X - X n)

W oparciu o liczbe zostal wprowadzony logarytm o podstawie e zwany
logarytmem naturalnym (oznaczany In x).

1.3. LICZBY ZESPOLONE

To takie liczby, ktére sa uogdlnieniem pojecia liczb rzeczywistych, zatem mozna
je rozumie¢ jako pewne rozszerzenie zbioru liczb rzeczywistych. Zbior liczb zespolonych
charakteryzuje si¢ tym, ze kazdy wielomian o wspdtczynnikach z tego zbioru ma w nim
pierwiastki. Wlasnosci tej nie ma zbior liczb rzeczywistych, w ktérym np. réwnanie x? = —1
nie ma rozwigzan.

Podstawe do rozwazania liczb zespolonych stworzyl matematyk Girolamo Cardano.
Nadat on w szczegélnosci obiektowi v—1 nazwe jednostki urojonej (oznacza sie ja literka i
- skrot od angielskiego stowa imaginary), nie wierzgc w rzeczywiste istnienie takiego
obiektu, a jedynie uznajac go za pomocniczy element w rachunku majacym w zamierzeniu
poprzez przeksztatcenia doprowadzi¢ do uzyskania pierwiastkéw rownania wielomianowego
trzeciego stopnia (tzw. wzory Cardano na pierwiastki rownania trzeciego stopnia). Dzi$ to
pojecie ma fundamentalne znaczenie dla techniki (m.in. elektrotechniki), a znalazto swoje
gltéwne zastosowanie po Kilkuset latach od wynalezienia.

Kazdg liczb¢ zespolong mozna przedstawi¢c w postaci a + bi, gdzie a oraz b
sa liczbami rzeczywistymi, natomiast i obiektem o takiej wtasnosci, ze i> = —1. Przy czym
i nazywamy jednostka urojona, a cze$cia rzeczywista, za§ b cze$cia urojong liczby
zespolonej a + bi . Przy tej interpretacji "zwykte" liczby rzeczywiste utozsamiamy z liczbami
zespolonymi o cze$ci urojonej rownej 0: a = a + 0i.

W elektronice i pokrewnych dziedzinach jednostka urojona jest czesto zapisywana jako j,
zeby unikng¢ pomylek z wartoscig chwilowg pradu elektrycznego tradycyjnie oznaczang
przezi.
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Modut liczby zespolonej (uogdlnienie modutu liczby rzeczywistej):
|z| = v a? + b?

Liczbg zespolong mozna przedstawi¢ w kilku postaciach:
 posta¢ algebraiczna
z=a+bi
e postaé trygonometryczna

z = |z|(cosp + ising),

. a . b
gdzie cosg =T Oraz sing = =—
o postaé wykladnicza

z = |z|e¥!

2m,

Przyklad: z=1-iV/3 =2 (cosz?n + isin 2?") =2e3"'

Dodawanie, odejmowanie i1 mnozenie liczb zespolonych wykonuje si¢ tak samo
jak odpowiednie operacje na wyrazeniach algebraicznych. Nalezy jedynie pamigtaé
0 whasnosci i2 = —1.

e (a+bi)+(c+di)y=(a+c)+(b+d)-i

e (a+b)—(c+dd)=(a—-c)+(—d)-i

e (a+bi)-(c+di)=ac+ (bc+ad)-i+bdi* = (ac—bd) + (bc + ad) - i
Dzielenie liczb zespolonych:

a; +byi  aia; +bib,  axby —a;b;
a, + byi  a?+ b? as + b3

W tej konstrukcji zbior liczb rzeczywistych utozsamiamy ze zbiorem wszystkich par postaci
<a0>.
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Interpretacja geometryczna:

Re 0znacza tu wartosci czeséci rzeczywistej, a Im — warto$ci czegsci zespolone;.

Z interpretacji geometrycznej wywodzi si¢ wspomniana wyzej trygonometryczna
reprezentacja liczby zespolonej a + bi za pomocg modulu i argumentu.

Modul liczby zespolonej (inaczej warto$¢ bezwzgledna) jest to dlugos¢ wektora
reprezentujacego dang liczbg, za§ argument to kat migdzy osiag X a danym wektorem
mierzony przeciwnie do ruchu wskazowek zegara. Dla liczb rzeczywistych argument glowny
jest rowny 0 (liczby dodatnie) lub 1 (liczby ujemne). Argument liczby 0 nie jest okreslony.

Jezeli:

7z, = |zy|(cosp, + ising,) oraz z, = |z,|(cose, + ising,), to

Z1Z; = |z1]|z3|(cos(@q + @) + isin(@q + ¢2))

Zy |24

— = —(cos(p; — @z) + isin(@; — ¢;))
Z; |z

gdzie z, # 0, a ¢, | ¢, sg argumentami liczb z; i z,. Dzigki temu mnozenie przez i mozna
zinterpretowac jako obrot ptaszczyzny o kat 90° w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu
wskazowek zegara. Bezposrednio stad wynika tez ponizsza réwnos¢, zwana wzorem de
Moivre'a:

(cos @ + isin )" = cos(ng) + isin(ne).
Kazda liczba zespolona z # 0 posiada n réznych pierwiastkow n-tego stopnia:
Zp = W(cos%ﬂm + isin %an)
gdziek=0,1..n—1 oraz ¢ = arg(z)
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Liczb zespolonych nie mozna poréwnywaé, czyli okresla¢, ktoéra z nich jest wigksza lub
mniejsza. Mozna natomiast porownywa¢ moduly i katy (argumenty) dwoch liczb
zespolonych, gdyz zaré6wno modul jak i kat sg liczbami rzeczywistymi. Dwie liczby
zespolone z; = a; + ib; i z, = a, + ib, sg rOwne, jezeli:

e ich modutly sg réwne i argumenty sg rowne

lub

e ich cze$ci rzeczywiste sg roOwne i ich cze$ci urojone sg rowne, czyli a; = a, i by = b,.

Obydwa warunki sg rownowazne.
Sprzezenie do liczby z = a + bi to liczba Z = a — bi. lloczyn: zZ = |z|? = a? + b2.

Kazdy wielomian stopnia k (przy zatozeniu, ze bierzemy pod uwage liczby zespolone) ma
tyle pierwiastkdw, jaki jest jego stopien, stad potrzeba liczenia k pierwiastkow.
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ROZDZIAL 11

FUNKCJE

2.1. TO CO ZNANE ZE SZKOLY SREDNIEJ

W zZyciu spotykamy si¢ z wielko§ciami zmiennymi, ktore sa od siebie uzaleznione w
tym sensie, ze zmiana jednej z nich powoduje okre§long zmian¢ drugie;.
Jezeli kazdej liczbie x ze zbioru liczbowego D przyporzadkowana jest doktadnie jedna liczba
Y, to moéwimy, ze w zbiorze D okre$lona jest pewna funkcja i piszemy

y=fk)

X - zmienna niezalezna

y - zmienna zalezna

f(...) - symbol przyporzadkowania
D - dziedzina funkcji

Wartos¢ liczbowa zmiennej y, ktora zalezy od przyjete; wartosci liczbowej zmiennej x,
nazywamy tez wartoscia funkcji.

Funkcja jest okreslona, gdy wskazany jest sposob przyporzadkowania warto§ciom zmienne]
niezaleznej x warto$ci zmiennej zaleznej y. Przyporzadkowanie to moze by¢ wskazane na
rézne sposoby: wzorem, wzorami, stowami, tablicg, rysunkiem.

Funkcje mozna interpretowac za pomocg obrazu graficznego.

Z definicji funkcji wynika, Ze moze ona mie¢ te samg warto$¢ dla roznych argumentow x.
Jesli jednak dla roznych argumentow funkcja przyjmuje rézne wartosci, tzn. dla kazdych x4 i
x, nalezacych do dziedziny funkcji f zachodzi f(x;) # f(x;), to taka funkcje nazywamy
réznowartosciowg. Dla funkcji réznowarto$ciowej mozna rozwazaé¢ funkcje do niej
odwrotng. Jest to funkcja y = f~1(x) taka, ze jesli a = f(b), to f~1(a) = b dla kazdych b
nalezacych do dziedziny funkcji f, czyli takie przyporzadkowanie, ktore dziata zgodnie z
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reguta — w zaleznos$ci y = f(x) ustalamy y i pytamy o x. Dziedzina funkcji odwrotnej
f~1(x) jest rtowna zbiorowi warto$ci funkcji f(x).

Funkcje odwrotng mozna tez okresla¢ na takim podzbiorze dziedziny funkcji, na ktorym ta
funkcja jest roznowartosciowa. Graficznie funkcja odwrotna ma wykres symetryczny
wzgledem prostej y = x.

Poczatek uktadu OXY, czyli punkt O, ma wspotrzedne (0,0).

Kazdy punkt ptaszczyzny, na ktorej wprowadzono uktad wspoétrzgdnych OXY, ma doktadnie
jedng pare wspoétrzednych. Na odwrot: kazdej parze wspotrzednych (x,y) odpowiada
doktadnie jeden punkt ptaszczyzny.

Aby sporzadzi¢ wykres (w sposob zgrubny — przyblizony) funkcji y = f(x): uktadamy
tablice z parami - warto$¢ argumentu x i odpowiadajaca jej warto$¢ funkcji y, rysujemy uktad
wspotrzednych, zaznaczamy punkty i taczymy je uzyskujac wykres funkcji. Wykres funkcji
y = f(x) jest zbiorem wszystkich punktow o odcietej x i rzednej f(x), gdy x przybiera
wszystkie wartos$ci z dziedziny D wykreslanej funkcji.

Wiasnosci funkeji

a) Miejsce zerowe funkcji jest to taka warto$¢ argumentu x, dla ktorego warto$¢ funkc;ji
jest rowna zero.

b) Funkcje f nazywamy okresowa, gdy istnieje taka liczba T # 0 ze dla kazdej wartosci
x z dziedziny funkcji f wartos¢ x + T takze nalezy do jej dziedziny, oraz
fGe+T) = f(x).

c) Funkcje f nazywamy parzysta, gdy dla kazdej liczby x z dziedziny funkcji f liczba
przeciwna —x takze nalezy do tej dziedziny, oraz f(—x) = f(x).

d) Funkcje f nazywamy nieparzysta, gdy dla kazdej liczby x z dziedziny funkcji f liczba
przeciwna —x takze nalezy do tej dziedziny oraz f(x) = —f(x).

Funkcja moze by¢ parzysta, nieparzysta lub nie mie¢ zadnej z tych wlasnosci.

e) Funkcje f nazywamy monotoniczng, gdy dla kazdej liczby x z dziedziny funkcji f jest
rosnacg (dla kazdych argumentow x, i x, takich, ze x; > x, dla odpowiadajacych im
wartosci funkcji zachodzi f(x;) > f(x,)) lub malejaca (dla kazdych argumentow x;
i x, takich, ze x; > x, dla odpowiadajacych im wartosci funkcji zachodzi f(x;) <
f(x,)). Funkcja moze nie by¢ monotoniczna dla wszystkich argumentéw z dziedziny,
ale moze by¢ monotoniczna dla argumentow nalezacych do pewnego podzbioru
dziedziny.

f) Funkcje f nazywamy wypukta (wklesta) w przedziale [a, b], gdy dla kazdej liczby
x € [a,b] wykres funkcji f lezy powyzej (ponizej) Stycznej poprowadzonej do
wykresu tej funkcji.

12|Strona



Jan Hauke Matematyka - Skrypt dia studentow

Istotnym pojeciem w rozwazaniach dotyczacych funkcji jest pojecie granicy. W znaczeniu
intuicyjnym granicg funkcji f(x) w punkcie x, jest taka liczba g, do ktorej zblizajg si¢
wartosci funkcji jesli argumenty zblizajg sie do x, CO zapisujemy w postaci:

limf(x)=g
X— X

Mozna tez rozwazaé granic¢ lewostronng — przy zblizaniu si¢ po x do x, z lewej strony
i odpowiednio prawostronng, co zapisywane jest w postaci:

limy,,; f(x) = g oraz lim_ +f(x)=g

Granica funkcji f(x)w punkcie x, istnieje tylko wtedy gdy granice lewostronna i
prawostronna sg sobie réwne. W szczegolnosci mozna rozwazac granice funkcji w oo 0raz —oo
(o ile funkcja jest tam okre$lona).

Funkcja liniowa

Funkcje¢ okre$long wzorem y = ax + b gdzie a i b sa to liczby dane (parametry), x jest
zmienng niezalezng , a y - zmienng zalezna, nazywamy funkcja liniowa.

Jezeli a # 0 to wzor przedstawia wielomian pierwszego stopnia.

Wykres funkcji liniowej:

Dziedzing funkcji D jest zbior liczb rzeczywistych R a wykresem jest linia prosta.
Wystarczy zna¢ tylko dwa punkty wykresu aby go narysowaé. Wspolczynnik a (a = tga)
jest wspolczynnikiem kierunkowym - decyduje o kierunku prostej. Liczba b, bedaca
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wyrazem wolnym dwumianu ax + b, jest rzedng punktu, w ktorym wykres funkcji liniowe;j
przecina o$ rzgdnych, a xo = %b jest miejscem zerowym tej funkcji

Jezeli b = 0 to wykres funkcji przechodzi przez poczatek uktadu wspotrzednych. Funkcja

liniowa ma wtedy posta¢ y = ax

Wykresy funkcji liniowej w zalezno$ci od wspotczynnika kierunkowego a.

Zaleznos¢ liniowa opisana prosta oznacza zmiany proporcjonalne - przyrost warto$ci funkcji
Ay jest taki sam dla ustalonego przyrostu argumentu Ax niezaleznie od wartosci x i dla
Ax =1 wynosi Ax =a.Dlaa = 0 funkcja jest wigc stala.

Wartos¢ bezwzgledna (modul)

_ _(—xdlax <0
fx) = x| _{ xdlax >0
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Funkcja kwadratowa

Funkcje
y = ax* +bx+c

gdzie a # 0, b 1 ¢ sa to liczby dane, x jest zmienng niezalezng, y jest zmienng zalezna,
nazywamy funkcja drugiego stopnia lub funkcja kwadratowa. Jej dziedzina D = R.

Funkcj¢ kwadratowa zawsze mozemy sprowadzi¢ do postaci kanoniczne;j:

y:a[(x+2£a)2—ﬁ.

Symbol A oznacza deltg, zwang inaczej wyrdznikiem trojmianu kwadratowego. Chcac
obliczy¢ delt¢ korzystamy ze wzoru:

A= b? — 4ac
Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola. Osig symetrii tej paraboli jest prosta

rownolegta do osi OY 1 przechodzaca przez punkt zwany wierzchotkiem paraboli.
Wierzcholek paraboli ma wspotrzedne:

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej zalezy od delty. Aby je obliczy¢, nalezy
rozwigzaé¢ rownanie: ax? + bx + ¢ = 0, zwane rownaniem kwadratowym.

A. gdy A> 0, wtedy rownanie ma dwa rozwigzania:

_—b—+A
1= 2a

_—b++A
¥2 = 2a

Inaczej moéwige funkcja kwadratowa y = ax? + bx + ¢ ma dwa miejsca zerowe, czyli
wykres funkcji, to znaczy parabola, przecina 0§ 0X w punktach x;, x,.
X1, X, ZWigzane sg ze sobg tak zwanymi wzorami Viete'a:

_ b _c
x1+x2 —_ _; OraZ xle —E
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B. gdy A= 0, wtedy rownanie ma jedno podwojne rozwigzanie (jeden podwojny
pierwiastek):
b
Xy =2y == o
Oznacza to, ze funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe. Parabola jest w tym punkcie
styczna do osi 0X.

C. gdy A< 0, wtedy rownanie nie ma rozwigzan. W zbiorze liczb rzeczywistych nie
istnieje bowiem pierwiastek z liczby ujemne;j. Inaczej méwigce funkcja kwadratowa nie
ma miejsc zerowych. Parabola nie przecina zatem osi 0X w zadnym z punktow.

Ksztalt paraboli zalezy nie tylko od delty, ale rowniez od jednego ze wspolczynnikow
liczbowych, a mianowicie od a. Jezeli a jest mniejsze od zera (jest ujemne), wtedy galgzie
paraboli skierowane sag w dot. Jezeli natomiast a jest liczbg, dodatnia wtedy gatezie paraboli
ida w gorg.

Przyktadowe wykresy tej funkcji w zaleznosci od wartosci Aia :

1.A>0 i a>0 2A>0 1 a<0

T

3A=0 i a>0 4 A=0ia<0
5.A<0ia>0 6.A<0 i a<0

Y

D=l
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Funkcja y = ax? jest szczegdlnym przypadkiem funkcji kwadratowej. Jezeli a > 0, to dla
x = 0 funkcjay = ax® przyjmuje warto$é najmniejsza rowna zeru, a jezelia < 0, to dla
x = 0 funkcja ta przyjmuje warto$¢ najwieksza rowng zeru.

Funkcja y = ax? + ¢ jest szczegdlnym przypadkiem funkcji kwadratowej. Wykres jej
mozna otrzyma¢é z wykresu funkcji y = ax?, dodajac do rzednych punktéw liczbe c.

Wielomiany

Funkcja jednej zmiennej a,x™ + a,_1x" 1+ -+ a;x + a, (a, # 0) nazywana
jest wielomianem stopnia n ze wzgledu na x. Liczby a,, a,—i, .., a; nazywamy
wspotczynnikami  wielomianu. Liczb¢ a, nhazywamy wyrazem wolnym. Jednomiany
apx™, an,_1x" 1+, a;x,a, nazywamy wyrazami wielomianu. Wielomiany oznaczamy
uzywajac symboli W (x), A(x), B(x) itp..

Jezeli wielomian W (x) przyjmuje dla pewnej wartosci zmiennej x = x, warto$¢ 0, a wigc
W (xo) = 0, to liczbe x, nazywamy pierwiastkiem albo miejscem zerowym tego wielomianu.

Majac dwa dane wielomiany A(x) i B(x) mozemy utworzy¢ ich sume¢ A(x) + B(x) dodajac
wszystkie wyrazy tych wielomianéw. Suma wielomianéw jest wielomianem, ktorego stopien
jest nie wigkszy od najwyzszego ze stopni dodawanych wielomianow. Stopien sumy
wielomian6w moze by¢ mniejszy od kazdego ze stopni dodawanych wielomianow.

Od wielomianu A(x) mozna zawsze odja¢ wielomian B(x). W tym celu nalezy do
wielomianu A(x) bedacego odjemng doda¢ wielomian powstaly z wielomianu B(x) przez
zmiang znakow wszystkich jego wspotczynnikow i1 wyrazu wolnego.

Mozna utworzy¢ iloczyn wielomianow mnozac kazdy wyraz jednego z nich przez kazdy
wyraz drugiego, a nast¢pnie otrzymane iloczyny dodajac.

Jezeli wielomian W (x) rézny od statej 0 jest iloczynem dwoch wielomianow: A(x) i B(x) a
wiec W(x) = A(x) - B(x) to moéwimy, ze wielomian A(x) jest podzielnikiem wielomianu
W (x) przy czym B(x) jest ich ilorazem % = B(x). Mozemy tez powiedzie¢, ze B(x) jest
podzielnikiem wielomianu W (x), natomiast A(x) jest ilorazem i napisaé % = A(x).

Funkcije bedaca ilorazem wielomiandéw nazywa sie funkcja wymierna

Funkcja potegowa

Funkcja potggowa ma postac:
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gdzie: a jest dowolng liczbg rzeczywista
x jest zmienng (argumentem)
r jest rzeczywistym wyktadnikiem potegi.

Dziedzina funkcji zalezy od 7:

a. gdy r jest dodatnig liczba catkowitg lub zerem, wtedy dziedzing funkcji pot¢gowej sg
wszystkie liczby rzeczywiste, inaczej mowiac:

jeslire C, U {0},tox € R

np. y = x*-  dziedzing jest zbiér liczb rzeczywistych (wiemy, ze jakakolwiek liczba
podniesiona do potegi zero jest rowna jeden)

b. gdy r jest ujemng liczbg catkowits, wtedy dziedzing funkcji potegowej sa wszystkie
liczby rzeczywiste z wyjatkiem zera: v € C_tox € R — {0}

2

np. y = x~“- z wlasnosci potgg wiemy, ze to jest to Samo C0: y = x_12 Widzimy zatem, ze x

musi by¢ r6zny od zera, poniewaz znajduje si¢ w mianowniku.

C. gdy r jest liczbg rzeczywistg nie nalezacg do zbioru liczb catkowitych, to dziedzina
moze (ale nie musi) by¢ ograniczona do zbioru liczb rzeczywistych bez zera lub do
zbioru liczb rzeczywistych dodatnich w zalezno$ci od wartosci 7,

1
np.dlay = xz = +/x, jako ze x znajduje sie pod pierwiastkiem parzystym, dziedzing
tej funkcji jest zbior liczb rzeczywistych nieujemnych.

Od wyktadnika r funkcji potegowej zalezy réwniez monotonicznos$¢ funkcji:

a. gdy r jest wigksze od zera, wtedy funkcja jest rosngca w przedziale: (0, +0)

b. gdy r jest mniejsze od zera, wtedy funkcja jest malejaca w przedziale: (0, +o0)

c. gdy wykladnik r jest zerem, wtedy funkcja jest stata i rowna jeden w kazdym punkcie
swej dziedziny.

Warto réwniez zapamigtac, kiedy funkcja jest parzysta, a kiedy nieparzysta. Ale najpierw
przypomnimy sobie, co oznaczaja te terminy: moéwimy, ze funkcja jest parzysta, kiedy spetnia
warunek: f(x) = f(—x), wtedy wykres takiej funkcji jest symetryczny wzglgdem osi OY.

Natomiast funkcja jest nieparzysta gdy spetnia warunek: f(—x) = —f(x), jej wykres jest
symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych (to znaczy punktu (0,0)). Trzeba
zapamig¢taé, ze funkcja moze nie by¢ ani parzysta, ani nieparzysta. Dla funkcji potegowe;:

a. gdy r jest liczbg naturalng, to funkcja potegowa jest parzysta wtedy, gdy wyktadnik r
jest parzysty 1 jest nieparzysta, gdy wyktadnik r jest nieparzysty,

b. gdy r jest liczba catkowita ujemna, to funkcja jest parzysta, gdy ujemny wyktadnik
jest parzysty i nieparzysta, gdy ujemny wyktadnik jest liczba nieparzysta.
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Funkcja wykladnicza
Wzor ogdlny funkcji wyktadniczej przedstawia si¢ nastgpujaco:
y = a%,

gdzie a jest wigksze od zera. Dziedzing takiej funkcji sg wszystkie liczby rzeczywiste.
Gdybysmy chcieli poréwna¢ funkcje wykladnicza z funkcjg potegows, najpierw
zauwazylibySmy wizualne podobienstwo miedzy nimi. Obydwie te funkcje zapisane sg w
postaci potegi. Ale istotng rzecza, odrozniajaca je od siebie, jest fakt, ze w funkcji potggowe;j
zmienna x jest podstawa potegi, natomiast w funkcji wyktadniczej, jak sama nazwa wskazuje,
zmienna x jest wyktadnikiem potegi.

A oto kilka wtasnos$ci funkcji:

1) jezeli a > 1, wtedy funkcja wyktadnicza jest rosnaca,

2) jezeli 0 < a < 1, wtedy funkcja jest malejaca,

3)dlaa = 1 funkcja jest stata (poniewaz liczba jeden podniesiona do jakiejkolwiek potegi
zawsze da jeden),

4) wykres kazdej funkcji wyktadniczej przecina o$ Y w punkcie 1.

Pamigtamy, ze jezeli funkcja przecina o§ Y w jakim$ punkcie, to oznacza to, ze wspotrzedna
X-owa jest wtedy réwna zero. Zatem podnosimy liczbe a do potegi zero. Wynikiem
podnoszenia jakiejkolwiek liczby do potegi zero jest zawsze jeden (dodajmy, ze zero
podniesione do potegi zero to symbol nieokreslony).

-
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Na powyzszym rysunku granatowa linia przedstawia wykres funkcji wyktadniczej w
przypadku, kiedy a nalezy do przedziatu od zera do jedynki, czyli gdy funkcja jest malejaca.
Natomiast czerwona linia przedstawia wykres funkcji wyktadniczej rosnace;.

Funkcja logarytmiczna
Ogolny wzor funkeji logarytmicznej ma postaé:
y = loggx
a to tak zwana podstawa logarytmu, ktora musi by¢ wieksza od zera i rézna od jedynki,

natomiast x jest liczbg logarytmowana, z zatozenia dodatnig czyli

a>0ia#0o0raz x>0

Definicja logarytmu moéwi, ze logarytm jest wykladnikiem potggi, do ktorej nalezy
podnies¢ podstawe logarytmu, aby otrzymac liczbg logarytmowang czyli x. Zatem:
y = log, x wtedy i tylko wtedy, gdy a” = x

Z powyzszego wzoru wynikajg pewne wlasnosci, a mianowicie:

log, a¥ = y oraz a'°8«* = x

Wykres funkcji logarytmicznej zawsze przechodzi przez punkt (1,0), a w punkcie x = 0 ma
pionowa asymptote. Jezeli podstawa logarytmu jest wigksza od jedynki (a > 0), wtedy
funkcja jest rosnaca, jezeli natomiast podstawa nalezy do przedziatu (0,1), to funkcja jest

malejaca.
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Na powyzszym rysunku czerwonym kolorem czerwonym przedstawiono funkcje
logarytmiczng malejaca, natomiast czarnym funkcje rosnaca.

Pozostate wlasnosci funkcji logarytmicznej:
1. Logarytm iloczynu rowna si¢ sumie logarytmow:
logq(xy) = logg x +log, y
2. Logarytm ilorazu réwna si¢ logarytmowi dzielnej pomniejszonemu o logarytm dzielnika:
1oga§ = log,x — log,y
3. Logarytm potegi rowna si¢ iloczynowi wyktadnika potegowanego przez logarytm
podstawy potegowe;:
log, x™ = nlog, x
Warto rowniez zapamietal, ze: log, 1 = 0 oraz log, a = 1. Do rozwigzywania zadan przyda

si¢ rOwniez wzOr na zmian¢ podstawy logarytmu:
logp x

log, x =
8a logp a

Z powyzszego wynika, ze dla dowolnych dodatnich i r6znych od jednosci liczb a i b jest

prawdziwa rdéwnos¢:
1

logp a

log, b =

Funkcje trygonometryczne

Trygonometria oznacza dostownie ,mierzenie trojkatow”. Gléwnymi pojeciami
trygonometrii sg funkcje trygonometryczne. Istnieje sze$¢ funkcji trygonometrycznych: sinus,
cosinus, tangens, cotangens, secans, cosecans (dwie ostatnie pominiemy w naszych
rozwazaniach).

Funkcje trygonometryczne sg stosunkami bokow trdjkata prostokatnego. Wartos¢ takiego
stosunku zalezy od kata. Funkcje trygonometryczne sa powigzane ze sobg wzajemnie
licznymi zwiazkami.

Funkcje trygonometryczne kata ostrego mozna okresli¢ z trojkata prostokatnego.

C

- - a
sinus: sina = —

b
cosinus: cosa = —
c
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tangens: tga = 5

b
cotangens: ctga = Z

T1. Sinus

Funkcja sin x okres$lona jest na przedziale (—oo, +00). Jest funkcja ograniczona:
|sin| <1

Oznacza to, ze wykres funkcji nie przekroczy poziomuy =1iy = —1.

Funkcja sinus jest funkcja nieparzysta:

sin(—x) = —sinx
a wiec jej wykres jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu wspdirzednych. Kazda z
funkcji trygonometrycznych jest funkcja okresowa. Podstawowym okresem funkcji sinus jest

liczba 2m, czyli: sin(x + 2m) = sinx

Wykresem funkcji sinus jest tak zwana

sinusoida.

T2. Cosinus

Funkcja cos x tak jak sinus jest okreslona na przedziale (oo, +00) i robwniez jest ograniczona:
lcosx| <1

Zatem wykres funkcji cosinus rowniez nie przekroczy punktow y = 11y = —1. Okresem

funkcji cos x jest tak samo liczba 2 r:

cos(x + 2km) = cosx
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Funkcja cosinus jest jednak funkcjg parzysta:
cos(—x) = cosx

a jej wykres, tak zwana cosinusoida (czyli sinusoida przesuni¢ta w lewo o odcinek dtugosci
0,51), jest symetryczny wzgledem osi OY.

T3. Tangens
Funkcja tg x jest okreslona na przedziatach:

m(2k —1) m(2k + 1)
2 ’ 2

gdzie k jest dowolng liczbg catkowita. Tangens nie jest funkcjg ograniczong. Okresem tg x
jest liczba m:

tg(x + km) = tgx

Funkcja tangens jest funkcja nieparzysta:

tg(—x) = —tg(x)

a wiec jej wykres, tak zwana tangensoida, jest symetryczny wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych, czyli punktu (0,0). Tangensoida ma asymptoty pionowe o rownaniach:

= (k+3)
X = ET[

to znaczy w takich punktach x jak na przyktad:

L
to, k5w
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nie jest okreslona, nie ma wartosci dla takich argumentow.

T4. Cotangens
Funkcja ctg x jest okreslona na przedziatach:

(nk,n(k + 1))

Podobnie jak tangens, funkcja ctg x nie jest ograniczona. Okresem podstawowym jest liczba
T

ctg(x + km) = ctgx
Cotangens jest funkcja nieparzysta:
ctg(—x) = —ctgx

a jej wykres, tak zwana cotangensoida, jest symetryczny wzgledem poczatku ukladu
wspotrzednych.

Cotangensoida ma asymptoty pionowe w punktach: x = k m, to znaczy, ze w takich punktach
jak na przyktad: +m, £2m nie jest okreslona, nie ma warto$ci dla tych argumentow.
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Podstawowe zwigzki zachodzace pomiedzy funkcjami trygonometrycznymi:

sin’x + cos?*x = 1 (wzér jedynkowy)

sinx
tgx =
cos X
cos x
ctgx = —
sin x
) 1
x e
g ctg x

Wartos$ci funkcji trygonometrycznych dla dowolnego kata odnajduje si¢ wedtug
nastepujacych zasad:

Z1. Jezeli kat jest wigkszy od 360°, to funkcje sprowadzamy do funkcji kata pomigdzy 0° a

360° (natomiast tangens i cotangens do kata pomiedzy 0° a 180°) wedtug nastepujacych
WZOrow:

sin(n360° + a) = sina
cos(n360° + a) = cos a
tg(n180° + a) =tga

ctg(n180°+ a) = ctga

gdzie n jest dowolng liczbg catkowita.
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Z2.. Jezeli kat jest ujemny, to funkcje sprowadzamy do funkcji kata dodatniego wedtug
WZOrow:

sin(—a) = —sina
cos(—a) = cosa
tg(—a) = —tga

ctg(—a) = —ctga

Z3. Jezeli kat jest z przedziatu pomigdzy 90° a 360°, to sprowadzamy do funkcji kata ostrego
wedlug tak zwanych wzoréw redukcyjnych:

Funkcja p=90°*« p=180°* « =270« p =360°*«a

sinf8 +cosa tsina —cosa —sina
cosfB tsina —cosa t+sina +cosa
tgp tctga ttga tctga —tga
ctg B ttga tctga ttga —ctga

Zasada jest taka: jak mamy 90°, albo 270° (jednym stowem nieparzyste wielokrotnosci 90°)
to wtedy funkcja przechodzi na tak zwang kofunkcje, przyktadowo: sin(90° + a) = cosa

Kofunkcja dla sinusa jest cosinus, dla cosinusa - sinus, dla tangensa - cotangens, dla
cotangensa - tangens. Znak natomiast zalezy od tego, w ktorej ¢wiartce kat si¢ znajduje. Sa
cztery ¢wiartki, ktore numerowane s3 przeciwnie do ruchu wskazoéwek zegara. Pierwsza
¢wiartka to katy
o wartosciach od 0° do 90°, druga od 90° do 180°, trzecia od 180° do 270°, natomiast
czwarta od 270° do 360°. Warto zapamigta¢ taki wierszyk:

W pierwszej (w domysle ¢wiartce) wszystkie sg dodatnie w drugiej tylko sinus. W trzeciej
tangens i cotangens, a w czwartej cosinus.

Z4. Jezeli kat jest z przedziatu od 0° do 90° to jego wartosci odczytujemy z tablic (lub
korzystamy z arkusza kalkulacyjnego).

Wzory Z2 sa wzorami redukcyjnymi. W matematyce sa rowniez tak zwane tozsamosci
trygonometryczne:

(t1) funkcje trygonometryczne sumy i roznicy dwoch zmiennych:

sin(a + B) = sina cos f + cos a sin 8
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sin(a — B) = sina cos f — cos a sin B
cos(a + ) = cosacosf —sinasinf

cos(a — ) = cosacosf + sinasinf

tgla+B) = %
tg(a—B) = ﬁzt;g;gtzg
o+ - SR
Ctg(O( B B) - C(tfgaBCt—g CBtg+O(1

(t2) funkcje trygonometryczne podwojonego argumentu:

sin2a = 2sina cosa
cos 2a = cos? a — sin® «

to2q = 2tga
& a_l—tgza
ctg?a—1
ctga =
2ctga

(t3) sumy i réznice funkcji trygonometrycznych:

. : a+p  a-p
sina + sin f = 2sin cos
2 2
. : a—=p a+p
sina —sin § = 2sin cos
2 2
a+ a—pf
cosa + cos S = 2 cos cos
2 2
a+p  a-p
cosa — cosff = —2sin sin
2 2
sin(a + B)
tga+tgf=——
gattgh cosa cosfB
sin(a — B)
tga—tgf=———
ga—tgp cosa cosfB
sin(a + B)
tga+ctgp=———
ctgatctgf sina sin 8
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sin(f — a)

ctga—ctgp = sina sin 8

2.2. FUNKCJE CYKLOMETRYCZNE

Funkcje cyklometryczne to funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych ( zwane
tez funkcjami kotowymi) przy takim ograniczeniu dziedzin tych funkcji, aby byly one
réznowartosciowe

y = arc sin x (odwrotna do funkcji y = sinx dla —g <x< g).

Jest okreslona na przedziale —1 < x < 11 przyjmuje wartosci —— <y <

N[
N ]

(na wykresie ponizej zaznaczona kolorem czerwonym).

y = arc cos x (odwrotna do funkcji y = cosx dla 0 < x < m).
Jest okreslona na przedziale —1 < x < 11 przyjmuje wartosci0 <y <m

(na wykresie ponizej zaznaczona kolorem czerwonym).

28|Strona



Jan Hauke Matematyka - Skrypt dia studentow

y = arctgx (odwrotna do funkcji y = tgx dla —g <x< g).
Jest okreslona na przedziale —oo < x < o0 i przyjmuje wartosci —g <x< g

(na wykresie ponizej zaznaczona kolorem czerwonym).

,_’/'

y = arc tg x (odwrotna do funkcji y = ctgx dla (0 < x < m).
Jest okreslona na przedziale —oo < x < o0 1 przyjmuje warto$ci 0 <y < m

(na wykresie ponizej zaznaczona kolorem czerwonym).
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ROZDZIAL 111

POCHODNE

3.1. DEFINICJA POCHODNEJ

Iloraz roznicowy

Jezeli funkcja f jest okreslona w przedziale (a,b) oraz x, i x; naleza do tego
przedzialu, przy czym x¢ # xq to rdznice xq; — Xy hazywamy przyrostem oznaczamy
Ax = h argumentu od x, do x;, a odpowiadajaca mu roznice Ay = f(x1) — f(xp)
przyrostem wartosci funkcji f odpowiadajacej przyrostowi argumentu.

Ilorazem roznicowym funkcji f odpowiadajacej przyrostowi argumentu h = x4 — X, (przy
czym xo #Xx4 Oraz X1, xXo nalezg do przedziatu (a, b)) jest iloraz:

f(xo +h) — f(x0)

h
1o o
f(xo)\/7
] h
[
I a Xo x, b
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h=x;—Xy=x = h+x
Przyklad:

fxX)=5-x%x =3;x =5
fl)=fB)=5-9=-4

f(xy) = f(5) = 5 — 25 = =20

Ay = f(xy) — f(xg) = =20 + 4 = —16

Ax = (x;) — (xp) =5 -3 =2

Ay —16

= -8
Ax 2

Pochodna funkcji

Jezeli f jest okreslona w przedziale (a,b) i x¢ nalezy do tego przedziatu oraz istnieje
skonczona granica ilorazu ré6znicowego przy h dazacym do 0, to wtedy t¢ granice nazywamy
pochodna funkeji f w punkcie xg i oznaczamy ja f'Xo)

f(xo +h) = f(xo)
h

f'(xo) = }ll_r}(l)

y=f(x)

f(x,+h)

/

:f(xr.») a, Qg
// " o
‘ /

Przyklad: Oblicz pochodng funkcji f(x) = x? w punkcie x, = 3.
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Liczymy warto$¢ pochodnej w punkcie x, korzystajac z definicji:

@) = li f(3+h)—f(3)_l_ (3+h)2—32_1_ 9+6h+h?*—9  6h+h?
f3) = lim n = koo n = n =
. _h(6+h) B
~ i men =6

Mozemy rowniez wyliczy¢ z definicji wzor ogdlny pochodnej dla tej funkcji:

fx+h)—f(x) = (x+h)?—x?
= lim———
h h-0 h
o x>+ 2hx+h?—x?>  2hx+h?*>  h(2x+h)
= lim = lim = lim———
h—0 h h—0 h h—-0
= }Lirr(l)(Zx + h) = 2x

() = lim

Czyli: f'(x) = 2x (pochodna jako funkcja zmiennej x)

Korzystajac z tak wyliczonego wzoru mozemy teraz oblicza¢ warto$§¢ pochodnej w dowolnym
punkcie, np.:

f(2=2-2=4

f(0)=2-0=0

f(=5)=2(-5=-10

Mowimy, ze funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie xq, jezeli ma pochodng w tym
punkcie.

Pochodne jednostronne funkcji:

Jezeli iloraz r6Zznicowy ma granic¢ jednostronng w punkcie x, to granicg t¢ nazywamy
pochodng jednostronng (prawostronng lub lewostronng) funkcji f w punkcie x, i 0znaczamy
odpowiednio symbolami:

f(xo + h) — f(xo)
h

fi(Xo) = &Ll(l)!r
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f(xo + h) — f(Xo)
h

f (%) = 1}1}61_

Pochodna f '(xg) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy obie pochodne jednostronne istniejg i sg
sobie rowne.

3.2. WZORY NA POCHODNE
Pochodne funkcji elementarnych:
x™)' =a-x*Y ()'=1  (6)=0
(sinx)’ =cosx,  (cosx) = —sinx
(e¥)" = e*
Wzory ogélne:
Jezeli funkcje £(x) i g(x) sa rozniczkowalne, to
[FG) + g = [f ()] + [g(]
[f ) =g = [f )] = [g()]
[F g = [f()]'g(x) + fI gD
[cg()]" = clg ()]
fO] _ F@I'gx) = F@Igx)!

g [9(x)]?

Twierdzenia:

1) (pochodna funkcji odwrotnej) - jezeli funkcja x = g(y) jest roznowartosciowa i
ma pochodng [g(y)]" # 0, to funkcja y = f(x), odwrotna do niej ma pochodng

[f (] =

1
g

2) (pochodna funkcji ztozonej) — jezeli funkcje u = f(x) i y = g(u) maja pochodne
[f(x)]'oraz [g(u)]" to funkcja F(x) = g(f(x)) ma pochodng [F(x)]’ =
[g]'Tf ]

Pochodne funkcji c.d.:

1 s
" - €
(tgx) coszx’x¢2+kn’k C

1
(ctgx)' = ———,x*kmkecC
sin? x
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1
(Inx) =— ,x €R,
X

(log, x)' = ,XER,a€R, —{1}

1
xIna

(@*)' =a*Ina ,x €R,a € R, — {1}

1
(arc sinx)' = ——=—,(arc cosx)' = ——
Viox2 V1—x2
(arc tgx)' = ( tgx)' = -
arc tgx —1+x2,aTCng T T 142

3.3. ZASTOSOWANIA POCHODNEJ

W geometrii, linia styczna (lub po prostu styczna) do krzywej plaszczyznie w
okreslonym punkcie jest linia prosta, ze "po prostu dotyka" krzywej w tym punkcie.
Geometrycznie rzecz biorgc pochodna f'(x,) jest rowna tangensowi kata dp, jaki tworzy z
osig OX styczng do wykresu funkcji y = f(x) w punkcie o odcigtej xo. Réwnanie tej
stycznej jest postaci

y—Yo = f'(x0)(x —x0),gdzie y, = f(xo)

Zauwazmy, ze jesli pochodna funkcji potraktowaé jako funkcje to mozna liczy¢ dla niej
kolejne pochodne(zwane odpowiednio pochodnymi wyzszych rzedow)

np. dla f(x) = x* kolejne pochodne (pierwszego, drugiego, trzeciego, czwartego i piatego
rzedu) to

F(x)=4x3, f'(x) = 12x%, f""(x) = 24x, fP(x) =24, fO(x)=0.

Rozne sposoby notacji pierwszej i drugiej pochodnej

, dy df d . . d*y d*f d? ,
y, a ’ a(x): af(x)' Yy, Yy, dxz ) dxz (x)' Wf(x): Y

Pochodna informuje o Kierunku i tempie zmian wartos$ci funkcji.

Jesli funkcja w jakim$ przedziale jest rosnaca, to jej pochodna, dla warto$ci x zawartych w

tym przedziale, bedzie wigksza od zera.

Pochodna ujemna oznacza, ze funkcja jest malejaca w danym przedziale. Wynika to z

wartos$ci tangensa kata nachylenia stycznej: dla kata mniejszego od 90° begdzie on dodatni, a

dla katow wigkszych od 90° - ujemny.

Interpretacje powyzszg mozna zaobserwowac na prezentacji:
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Graph_of _sliding_derivative_line.gif
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Ekstremum lokalne funkcji
Maksimum lokalne:

Funkcja f ma w punkcie x, € Dy maksimum lokalne rowne f(x,) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje takie sgsiedztwo S punktu x,, ze dla kazdego x € SN Dfix # x, jest spetniona
nierownos¢ f(x) < f(xg) (znak N oznacza czesé¢ wspolng zbiorow ).

Maksimum lokalne wyznaczamy korzystajac z rdzniczkowego (opartego o pochodng)
kryterium istnienia ekstremum lokalnego funkcji.

Minimum lokalne:

Funkcja f ma w punkcie xo € Dy minimum lokalne réwne f(x,) wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje takie sgsiedztwo S punktu x,, Ze dla kazdego x E SN Dy i x # xq jest spelniona
nierownos¢ f(x) > f(xg).

Minimum lokalne wyznaczamy korzystajac z rézniczkowego kryterium istnienia ekstremum
lokalnego funkgji.

Warunek konieczny istnienia ekstremum funkcji

Jezeli funkcja f ma w punkcie x,€ Dy ekstremum, to w tym punkcie pochodna f'(xo) = 0
lub pochodna f'(x) nie istnieje.

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji

(zmiana znaku pochodnej w poblizu x,)
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Jezeli funkcja f jest ciggta w punkcie xo € Dy (czyli W punkcie x, nalezgcym do dziedziny
funkcji Dy) ma pochodng w pewnym sasiedztwie S(xo; 6) (dla pewnej wartosci ) przy czym:

ff(x)>0dlax € (xg—&xg)if'(x) <0dlax € (x9; x9 + &) czyli zmiana znaku
pochodnej z dodatniego przed punktem x, na ujemny za tym punktem

[f'(x) <0dlax € (xg— & x9) 1 f'(x) > 0dlax € (xg; x9 + ) czyli zmiana znaku
pochodnej z ujemnego przed punktem x, na dodatni za tym punktem]

to funkcja ma w punkcie x, maksimum (minimum) lokalne.

Inny warunek wystarczajacy istnienia ekstremum funkcji - tylko dla funkcji n-krotnie
rozniczkowalnvych.

Zatozmy, ze funkcja f jest:

-n-krotnie rozniczkowalna w pewnym sasiedztwie S punktu x, € Dy,
-jej n-ta pochodna jest ciggta w punkcie x, oraz otoczeniu S oraz
-wszystkie pochodne nizszych rzedéw od n sa rowne 0 w tym punkcie

(f(k)(xo) =0,k =1,...,n—1) an -ta pochodna jest pierwsza r6zna od zera w tym punkcie
(FV(xp) £ 0) to:

- jezeli n jest liczbg nieparzysta to funkcja nie ma ekstremum w punkcie x,

- jezeli n jest liczba parzysta f™(x,) > 0 to funkcja ma minimum w punkcie x,
- jezeli n jest liczba parzysta f™(x,) < 0  to funkcja ma maksimum w punkcie x,.

O ile istnieje to maksimum czy tez minimum (lokalne) to wynosi ono f(x,).

Ekstremum globalne (absolutne) funkcji

Funkcja y = f(x) maw punkcie x, € Dy minimum (maksimum) globalne, jezeli dla kazdego
x € Dy spetniona jest nierownos¢: f (x) = f (xo) [ f(x) < f(x0) ]

Asymptoty funkcji

Asymptota pionowa:
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Niech funkcja f jest okreslona w pewnym lewostronnym sgsiedztwie punktu x.

Prosta o rownaniu x = x, jest asymptotg lewostronng wykresu funkcji f, jesli
limy s f(x) =c0 lub  limy, - f(x) = —oo

Niech funkcja f jest okreslona w pewnym prawostronnym sgsiedztwie punktu x.

Prosta o rownaniu x = x jest asymptotg prawostronng wykresu funkcji f, jesli
lim,_, X3 f(x) = lub limg X3 f(x) = —©

Niech funkcja f jest okre§lona w pewnym sasiedztwie punktu x.

Prosta o rownaniu x = x, jest asymptotg pionowa wykresu funkcji f, jesli jest jednocze$nie
asymptota dwustronng (lewostronng i prawostronng) tego wykresu, czyli jesli

lim,_, . f(x) =c lub lim,, f(x) = —o

Funkcja moze mie¢ (ale nie musi) asymptoty pionowe tylko w punktach nieokreslonosci.
Ilo$¢ tych asymptot moze by¢ wigc nieograniczona.

Asymptota ukosna:
Prosta o réwnaniu y = ax + b

(a, b€ R) jest asymptotg ukosng prawostronng (lub lewestronng) wykresu funkcji y = f(x),
jezeli
lim,_ [f(X) — (ax+b)] =0 (lub lim,_,_[f(xX) — (ax+ b)] = 0).

Asymptota uko$na prawostronna istnieje o ile istniejg i sg skonczone granice:

f)

limx_mT [ llmx_m[f(x) - CLX].
Wowczas:
X
a=lim&, b = lim[f(x) — ax]
X—0 X X—00

Podobnie przy x dazacym do minus nieskonczonosci (o ile funkcja jest tam okreslona)
oblicza si¢ asymptote uko$ng lewostronng. Funkcja moze mie¢ tylko jedna asymptote ukosna
lewostronng
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i tylko jedng asymptote ukos$na prawostronng. Asymptota ukos$na lewostronna moze by¢
jednoczesnie asymptota ukosng prawostronng.

Asymptota pozioma (szczegdlny przypadek asymptoty ukosnej):

Prosta y= b jest asymptotg pozioma prawestronng (lewostronng) wykresu funkcji f, jesli:

lim,  f(x)=b (lim,,_, f(x)=D>b).

Regula de I’Hospitala

Reguta de I’Hospitala pozwala zastosowac rachunek r6zniczkowy do znajdowania granic

funkcji, ktore to granice inaczej bylyby bardzo trudne do okreslenia. Sg to granice takich
ilorazow funkcji %, w ktorych zaréwno licznik jak i mianownik dazy do 0 lub licznik i

mianownik dazg do oo (—o0).

. . . . . c. . 0 o]
Wyrazenia takie nazywamy wyrazeniami nieoznaczonymi typu 5 lub -.
o0

. Inx . .. o0
Np. lim,_, o+ proas jest wyrazeniem typu —,

e3*_3x-1

. . . 0
a limy_,o———— jest wyrazeniem typu -.

x>0 " GnZgx y YUy
Nie wiemy wigc, czy granice te sg skonczone, czy nieskonczone.

Regula de I’Hospitala:

Jesli funkcje f i g sa rozniczkowalne w pewnym otwartym przedziale (a, b) zawierajacym c,
jesli g'(x) =0 dlax € (a,b) i x #c oraz jesli:

lim,_.f(x) =0ilim,,.gx) =0
lub
lim,_ f(x) = tooilimy_ g(x) = £
to

fx .
m———— =lim—————

lxl—>c g(x) xl—l}g g'(x)
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UWAGA: Regule de I’Hospitala stosuje si¢ rowniez przy x — oo, dla danej funkcji mozna
ja stosowa¢ kilkakrotnie. Iloczyn funkcji 1 rdznice funkcji mozna zapisa¢ w postaci utamka

(ilorazu) 1 wtedy, o ile s spelnione zatozenia, mozna réwniez stosowacé t¢ regule.

Guillaume de 1'Hépital (1661-1704)

Przyktad:
1 (Inx)’ 1 1
nx nx X
= [—] im =lim—2— = lim =
x—)oo eXx x—>oo ( e X) x-o eX x-o XeZX
Punkt przegiecia:

Punkt (x,, f (xg)) jest punktem przegiecia wykresu funkcji y = f(x), jezeli w lewostronnym
sasiedztwie punktu x, funkcja jest wypukta i w prawostronnym sasiedztwie punktu x,
wklesta, lub odwrotnie.

Jezeli funkcja y = f(x) ma w przedziale (a; b) pochodng f'(x) i druga pochodng f"(x)
ciggla, to punkt (x,, f(xy)), gdzie xy € (a; b) , jest punktem przegigcia wykresu funkcji
y=f(x) & gdy f'(x9)=0, f"(x9) =0, a znaki f""(x) w lewostronnym i
prawostronnym sasiedztwie punktu x, sa rozne.

Badanie przebiegu zmiennosci funkcji y= f(x)
Badanie funkcji ma na celu uzyskanie wyczerpujacej informacji o tej funkcji. Elementy

w badaniu:

1. Analiza funkcji:
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a)
b)
c)

d)

e)

wyznaczenie dziedziny funkcji

zbadanie wlasnos$ci funkcji (parzystos¢, nieparzystos¢, okresowosc)
wyznaczenie punktow przeciecia wykresu funkcji z osig OX oraz z
osig OY

obliczanie granic na krancach przedziatow okreslonosci i w punktach
nieokreslonos$ci

wyznaczenie asymptot

2. Analiza pierwszej pochodnej funkcji:

a)

b)
c)

d)

wyznaczenie zbioru, w ktorym funkcja f jest rozniczkowalna i
wyliczenie pochodnej

wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej

wyznaczenie zbiorow, w ktorych f'(x) > 0 i w ktorych f'(x) <0 -
okreslenie przedzialdw monotonicznos$ci funkcji

wyznaczenie ekstremow lokalnych funkcji

3. Analiza drugiej pochodnej:

a)
b)
c)
d)
e)
f)

wyznaczenie zbioru, w ktorym f' jest rozniczkowalna

obliczenie drugiej pochodnej

wyznaczenie miejsc zerowych drugiej pochodnej

okreslenie przedziatow wklestosci i wypuktosci funkceji
wyznaczenie punktow przegiecia

wyznaczenie ekstremoéw funkcji (gdy nie wyznaczono ich w punkcie
2)

4. Sporzadzenie tabeli przebiegu zmiennosci funkcji
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Przykladowy wykres bedacy efektem pelnego badania przebiegu zmiennosci funkcji:

y=x o (1)

Asymptota pionowa
prawostronna

y=¢

Asymptota ukosna
y=x+1

Pochodna ma tez rézne zastosowania fizyczne, patrz na przyklad:

http://cmf.p.lodz.pl/mdobrski/index.php?id=pochodna-jako-prdko

3.4. POCHODNE HISTORIA

Odniesienie do pochodnej jako stycznej jest bardzo stare, rozwazane byto juz przez
greckich geometrow takich jak Euklides (ok. 300 p.n.e.), Archimedes (ok. 287-212 p.n.e.)
i Apoloniusz z Perge (ok. 262 - 190 p.n.e.).

Nowoczesny rozwdj rachunku rozniczkowego zawdzigczamy Isaacowi Newtonowi
(1643-1727) i Gottfriedowi Leibnizowi (1646-1716), ktorzy dostarczyli niezalezne i jednolite
podejscie do rozniczkowania i pochodnych. Najistotniejszym osiggnieciem w tym zakresie
jest powigzanie rézniczkowania i catkowania do obliczania pdl figur ptaskich 1 objetosci bryt,
ktory to problem nie zostat znaczaco rozszerzony od czasu Ibn al-Haytham (Alhazen) (965 —
c. 1040).
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~—~—a"F

Sir Isaac Newton (1642 — 1727) “Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)

Kontrowersje pierwszenstwa w rachunku rozniczkowym (okreSlane w jezyku
angielskim: calculus controversy a niemieckim Priorititsstreit to spor migdzy Newtonem i
Leibnizem. Newton twierdzit, ze rozpoczat prace nad rachunkiem rézniczkowym (ktory
nazwat "the method of fluxions and fluents")", w 1666 r. (czy tez w 1671 jak pisza niektorzy
badacze), w wieku 23 lat. On wyjasnit jego (geometryczng) posta¢ rachunku rézniczkowego
w Section I z ksiegi Book I Principia w 1687, a jego algebraiczng (,,fluxional”) notacje
opisat w wersji drukowanej w 1693 (w czgsci), a w petni w 1704.

Leibniz rozpoczat prace nad jego wariantem rachunku w 1674, a w 1684 opublikowat
swoj pierwszy artykul (Nova Methodus pro Maximis et Minimis, itemque Tangentibus),
w ktorym tego rachunku juz uzywat.
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ROZDZIAL 1V

CALKI

Catka — ogolne okreslenie wielu roinych, choé powigzanych ze sobg pojec¢ analizy
matematycznej. Najczesciej przez "catke” rozumie si¢ Catke _oznaczong lub catke
nieoznaczong (rozroinia sig je zwykle 7 kontekstu).

Niektore idee i metody rachunku catkowego znane byly juz w starozytnosci. Na przykiad
Archimedes (IIl wiek p.n.e.) obliczal objetosci i pola powierzchni roznych bryl stosujgc w
istocie metody catkowe.

4.1. CALKINIEOZNACZONE
Definicja
Funkcja pierwotna funkcji f(x) w przedziale a < x < b nazywamy kazda funkcje F(x)

taka, ze F'(x) = f(x) dla kazdego x z przedziatu a < x < b.

Calkg nieoznaczona funkcji f (x) oznaczang symbolem [ f (x) dx nazywamy wyrazenie
F(x) + C, gdzie F(x) jest funkcja pierwotng funkcji f(x), a C jest dowolng stalg. Mamy
wiec:

[ f(x)dx = F(x) + C, gdzie F'(x) = f(x).

Zapis [ f(x) dx jest wigc skrotowym zapisem pytania: jakiej to funkcji pochodng jest
funkcja f(x), a dx w zapisie informuje o zmiennej, wzgledem ktorej catkujemy.

Podstawowe wzory rachunku calkowitego
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a+1
a) fxadxzx—+C,a¢—1;
a+1

Kilka szczeg6lnych przypadkow z réznym a to:
. dIaa=0:fdx=x+C;d|aa=%: fx/fdngx\/}+C, x=>0;
1, dx .
o dlaa=-= fﬁ—2ﬁ+C,x>0,
e daa=-2: [E=_24¢C x#0;
X X

b) f%=1n|x|+c,x¢0;
c) [e*dx=e*+C;
d) faxdlei—a+C,a>O,a¢1;

e) [cosxdx =sinx+ C;

f) [sinxdx =—cosx +C;
dx

g) fcoszx =tgx + C, cosx # 0;
h) fsiifx = —ctgx + C, sinx # 0;

i) f%z arcsinx +C = —arccosx+C',—-1<x <1;

j) flizz =arctgx + C = —arcctgx + C';

K) f% = ln(x +Vx2 + a) + C (otrzymane poprzez podstawienie Eulera).

Wilasnosci calek nieoznaczonych

a) Staty czynnik mozna wynie$¢ przed znak catki, tzn.: [ kf(x)dx =k [ f(x)dx, k # 0.
b) Catka sumy rowna si¢ sumie catek, (addytywnos¢ catki wzgledem sumy podcatkowej) tzn.
J(Fe) —gt) dx = [ f(x) dx = [ g(x) dx.

Catka roznicy funkcji rowna si¢ roznicy catek z tych funkcji:
[ - g@)dx = [ r@ ax- [ g ax

Metody calkowania
1. Catkowanie przez czesci

Jezeli u, v s3 funkcjami zmiennej x majacymi ciagla pochodna, to:

fu’-vdxzu-v—fu-v’dx

Przyktad 1:

Oblicz catke: [ x - e* dx

45|Strona



Jan Hauke Matematyka - Skrypt dia studentow

Rozwigzanie:

fx-exdxzfex-xdx
=f(ex)’-xdx

= x-ex—fex'(x)'dx = x-ex—fexdx= x-e¥—e*+C

Przyktad 2:
Oblicz catke: [ x - sinx dx
Rozwigzanie:
fx-sinxdx = f sinx - xdx = f(—cosx)’-x dx
= x-(—cosx) — j(— cosx) - (x) dx = —x (cosx) — J(—cosx) -1 dx
= —x (cosx) + jcosx dx = —x cosx +sinx +C

2. Calkowanie przez podstawienie

Jezelidlaa < x < b, g(x) = u jest funkcja majaca ciagla pochodng oraz A < g(x) < B, a
funkcja f(u) jest ciggta w przedziale [4, B], to

J(g(x)g' (x) dx = [ f(w) du,

przy czym po scalkowaniu prawej strony nalezy w otrzymanym wyniku podstawi¢ u = g(x).

Przyktad 1.

5xdx
x2+1

Oblicz catke: [

Rozwigzanie:

[ - —
x2+1 x?+1
x2+ 1=t
(x2+ 1)/dx = (t)'dt
2xdx = 1dt

2xdx = dt
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d—ldt
XX—Z
1
(*)=5 2% _5 [d 51 t|+C 5l 2+ D +C
X ) = —_— - _— - = -
=7 ) 7Tzl 7 G+ 1)
Sxdx

Odpowiedz: [

B x4+ 1]+C
x“+1 2
Z powyzszego mozna wywnioskowac ogolniejszy wzor:

f'(x)dx
fx)

=In|f(x)|+C

Wilasnos¢ ogolna

Jesli [ f(x)dx=F(x)+C to[(x+a)dx=F(x+a)+C.

4.2. CALKI OZNACZONE
Catke oznaczong funkcji f w przedziale [a, b] oznaczamy symbolem

b
[ reax

Sposdb obliczania: jezeli F jest funkcjg pierwotng funkcji f, ciagtej w przedziale [a, b], tzn.
jesli F'(x) = f(x) (awigc [ f(x)dx = F(x) + C) to zachodzi wzor:

b
[ reoax =1reot = F) - F@
Interpretacja geometryczna

Jezeli w przedziale [a, b] jest f(x) = 0 to pole obszaru ] N
ograniczonego krzywa y = f(x), odcinkiem osi OX oraz ‘
prostymi x = a, x = b rowna si¢ calce oznaczonej

a b
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b
f f(x)dx
a
Jezeli za$ w przedziale [a, b] jest f (x) < 0, to analogiczne pole rowna sig
b
— f f(x)dx
a

Jezeli w przedziale [a, b] funkcja przyjmuje warto$ci ujemne i dodatnie, to catka oznaczona w
tym przedziale odejmuje te czgsci pol, ktore znajdujg si¢ pod osig:

P1

P2

J? f(x)dx= P1-P2+P3

Troche o historii

Ukoronowaniem rozwoju catek w historii sq prace angielskiego fizyka
i matematyka Newtona oraz niemieckiego matematyka i filozofa Leibniza (tych samych, ktorzy
wprowadzili pochodne), ktore zawierajq systematyczny wyktad teorii i metod zwigzanych z
pojeciem catki oraz wprowadzajq terminologie i oznaczenia zblizone do wspotczesnych.
Ukazujq one rowniez zwigzek rachunku catkowego z rachunkiem rozniczkowym oraz
praktyczne metody catkowania prostych typow funkcji. Dlatego tez Newtona i Leibniza uwaza
sie za tworcow rachunku catkowego.

4.3. ZASTOSOWANIA CALEK OZNACZONYCH

Dlugos¢ tuku krzywej

Jezeli krzywa wyznaczona jest rownaniem postaci y = f(x), przy czym funkcja f ma w
przedziale a < x < b ciagla pochodna, to dtugos¢ tuku L w tym przedziale wyraza si¢
wzorem:

L:T 1+[f' ()T dx.
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Przyktad 1.
Oblicz dhugos¢ tuku krzywej bedacej wykresem funkcji y = In(1 —x?) dlax € [ —,-]

Obliczamy kolejno:

—2x
f(x)_ 1_x2
4x? T+2x*+ x*  (1+x?)?

1+[f’(x)]]2 =1+ (1 — x2)2 = (1 — x2)2 - (1 — x2)2

1 1
2 2
L—f“xzd—f 14 2 1 e (mxt m 5T ) 2o 2m3—1
B ) x= 1( x+1 x—1) x=(-x nlx—ll)—%_ "
2 2

Objetos¢ i pole powierzchni bryl obrotowych

Niech dany bedzie tuk AB krzywej o rownaniu y = f(x) gdzie f jest funkcja ciagly
i nieujemng w przedziale a < x < b. Wowczas objetos¢ bryly obrotowej ograniczonej
powierzchnig powstata w wyniku obrotu tuku AB dookota osi OX wyraza si¢ wzorem:

V =m [ [f()]? dx, gdy obrét wokét osi OY: V = 2 [7 xf (x) dx (ze znakiem)

Pole powierzchni obrotowej powstatej przez obrot tuku AB wokoét osi OX obliczamy wedlug
wzoru:

b
s=2n j FOOWIT P dx

Przyktad 1.

Obliczy¢ objetosé bryly obrotowej powstatej przez obrot wokot osi OX prostej y = x dla
x €< 0,4 >.
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4.4. CALKINIEWLASCIWE

Calki funkcji nieograniczonych

Niech funkcja f nie jest okreslona w punkcie x = ¢ (c nie nalezy do dziedziny funkcji f)

Jezeli funkcja f jest ograniczona i catkowalna w kazdym przedzialea < x <x <c—h, h >
0 i jezeli istnieje granica:

limy—o ;" £ () dx,

to granice te nazywamy catka niewlasciwa funkcji f w przedziale [a,c] i oznaczamy
symbolem [ f (x) dx.

Jezeli funkcja f jest ograniczona i calkowalna w kazdym przedziale ¢+ k <x < b,k >0 i
jezeli istnieje granica:

. b
hmk—>0 fc+k f(.X') dx’

to granice t¢ nazywamy catkg niewlasciwg funkcji f w przedziale [b,c] i oznaczamy
symbolem [ f (x) dx.

Jezeli funkcja f jest ograniczona i catkowalna w kazdym przedzialea < x < x <c—h, h >
0 oraz w kazdym przedziale ¢ + k < x < b, k > 01 jezeli istnieja granice:

limyo [ f(x) dx oraz limy, [, f(x)dx,

to sume tych granic nazywamy catka niewtasciwg funkcji f w przedziale [a, b] i 0znaczamy
symbolem f;f(x) dx.

Jezeli ktoras z powyzszych granic nie istnieje lub jest nieskonczona, to mowimy, ze caltka
niewlasciwa jest rozbiezna.

Przyktad 1.
Zbadaj zbiezno$¢ catki niewlasciwej [ 01 x—13 dx.

Rozwigzanie:
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1 1
1 5 _ 1 o 11
—dx = lim | x°dx = lim x‘*] = lim|—-=--—=| =
x3 b—0+ b-0+ [-3+1 p bo0+l 2 x?],
0 b
= lim [—- + .2 = oo, czyli ta calka jest rozbiezna.
b-0+ 2 b2

Calki oznaczone w przedziale nieskonczonym

Jezeli funkcja f jest ograniczona i calkowalna w kazdym przedziale skonczonym a < x < v
(a- ustalone, v- dowolne ) oraz istnieje granica lim,,_,, f: f(x) dx, to granice t¢ nazywamy

catka niewlasciwag funkcji f w przedziale a < x < 400 i 0znaczamy symbolem fa+°° f(x)dx.

Analogicznie okreéla si¢ znaczenie symbolu : f_boo f (x) dx jako granice limy,_, o, ff f(x)dx.

Przyktad 2.

. .. ., .. , . . rto 1
Zbadaj zbiezno$¢ catki niewtasciwe;j [ . mdx

Rozwigzanie:
400 b
1 b 1 1
j—dx— llm 3dx—llm [ x‘3+1] =lim|-=-—| =
x3 3 + 1 1 b—-x 2 xz 1
1 1

= lim|-2 - bi + %] = % , czyli ta calka jest zbiezna.
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ROZDZIAL V

MACIERZE

5.1. KILKA SLOW O HISTORII

Wykonywaniem jednocze$nie dzialan na zbiorze liczb zamiast na jednej liczbie
interesowano si¢ juz w starozytnosci. Doda¢ tez nalezy, ze tablice liczb o pewnych
wlasnos$ciach ze wzgledu na specyficzne utozenie tych liczb frapowalo nawet artystow. Na
ponizszym obrazie Albrecht Diirer dodat tablice liczb zwang kwadratem magicznym, ktérym
sumy w wierszach, kolumnach i na przekatnych sg takie same (tu wynosza 34).

- —— :

kwadrat magiczny nad skrzydlem aniola

Albrecht Durer (1471 — 1528): Melancholia
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Pojecie macierz po raz pierwszy zostalo uzyte przez Jamesa Josepha Sylvestera w 1850 roku.

James Joseph Sylvester (1814-1897)

5.2. DEFINICJA MACIERZY, DZIALANIA NA MACIERZACH

Macierza nazywamy tablice liczb rzeczywistych uporzadkowana ze wzgledu na potozenie
jej elementow w wierszach i kolumnach.

Macierz bedziemy zapisywali w postaci:

a1 Q12 Qgp
az; Qp; A2n
A=lagl=]| 7 . :
An1 Amz - Ann
Na przyktad :

(macierz o wymiarach 3 x 4)

3 6 3 -9
A=(12 0 -3 27
15 9 0 9

Kazdy wiersz ma doktadnie tyle elementow, ile jest kolumn w macierzy, liczba elementéw
kazdej kolumny jest rowna liczbie wierszy w macierzy. Pare liczb (m, n), z ktérych pierwsza
okresla liczbg wierszy, druga liczbe kolumn, nazywa si¢ wymiarem macierzy. Jezeli m = n,
to macierz A= (ajj) n x n nazywamy macierza kwadratowa stopnia n. Macierze oznaczamy
duzymi literami z poczatku lub §rodka alfabetu, np. A, B, M.

Macierz jest wiec uogdlnieniem liczby 1 wektora. Sktada si¢ z wektoréw w wierszach
i jednoczesnie z wektorow w kolumnach.
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Dzialania na macierzach

(Dziatania algebraiczne na macierzy podlegaja pewnym ograniczeniom)

Dodawanie

Dodawanie dwoch macierzy jest mozliwe tylko dla macierzy o jednakowych liczbach wierszy
(m)

i kolumn (n). Dziatanie to okresla si¢ wzorem

[cii] =[aij] + [bij], gdzie cij = aj;+ by,

tj. sumg dwoch macierzy jest macierz, ktorej elementy sg sumami odpowiednich elementow
macierzy dodawanych (ta sama reguta obowigzuje przy dodawaniu wektorow). Tak okre§long
macierz C nazywamy sumg macierzy A i B i zapisujemy C=A+B.

Elementem neutralnym w dodawaniu jest macierz zerowa, tj. macierz ktorej wszystkie
elementy sg rowne 0.

Przyktad:
aely Poo=5, Yocmavn=, 3

Mnozenie macierzy przez liczbe (skalar)

Mnozenie macierzy A=[ aj;] przez dana liczbg d okresla si¢ wzorem
dA=d[a;]=C=[c;]=[daj]
tzn. iloczynem macierzy [ ajj] przez liczbe d jest macierz [ ¢;j], ktorej wyrazy

sg iloczynami wyrazow macierzy [ aj] przez liczbe d .

Przyktad:

1 2
0 7

4 8

A= 0 28

|, B=44a=]
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Mnozenie macierzy przez inng macierz

lloczyn AB macierzy A i B istnieje wtedy i tylko wtedy gdy g=p.

Woéweczas iloczynem jest macierz C = AB =[ Cij]mxn, gdzie

C2y|i Cij= ai1b1j+ aizsz + ...+ aipbp,-

Inaczej:

Iloczynem macierzy w przypadku, gdy pierwsza A= [ a;j ] ma tyle kolumn, ile druga B = [ bj;]
ma wierszy, tzn. [ &;] dlai=1,2,...m; j=1,2,...p oraz [ bjj] dla i=1,2,....p ; j=1,2,...,n, jest
macierz

C =[cij], ktorej element cjj= aj1 by +app by + ... +aip by , dlai=1,2,...m;j=12,...n.

Macierz C = [ ¢;;] ma wigc tyle wierszy co macierz [ a;j] i tyle kolumn co macierz [ b;] .

Elementem neutralnym mnozenia macierzy jest macierz kwadratowa stopnia n, w ktorej
elementy gldwnej przekatnej sa jedynkami (a;=1, i=1, ..., n) a pozostale elementy sa zerami.
Nazywamy ja macierza jednostkowa i 0znaczamy przez |, ponizej macierze jednostkowe
stopni: 1, 2, 3,4, 5.

100 0 0

100 1O 00 1o 1000

a9 forof, [2FY0 foo 1o o
01 1o o 1 00 o [00010J
00001

Mnozenie macierzy nie jest przemienne

Ogolnie dla macierzy A i B nie zachodzi AB =BA, cho¢ s3 macierze, dla ktorych to zachodzi.
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Przyktady:

1-5+2-(=2) 1-1+2-0]=[1 1]
~14 0

a=[y gle=[5 ol c=a8=1|s 517 % 0i1i7m0

_ [ 5:1+1-0 5:2+1-7 1_715 17
b=BA= [(—2)-1+0-0 (-2)-2+0-7 = -
Schemat Falka (obliczanie iloczynu macierzy)
B= B=|-1| 1| 3
1| 2| 2
C=AB A= 4| 8|C=AB
3| 1
1] 7
4 12
BA nie istnieje

Prawa dzialan na macierzach

Zauwazmy, ze dodawanie macierzy jest przemienne, natomiast mnozenie macierzy nie jest
przemienne, o0 czym przekonuje nastepujacy przyktad:

a=ly Y=

Mamy tutaj A,xz * Baxq = Cax1 = [151] natomiast B,y * Aax2 Nie istnieje.

Zachodza natomiast nast¢pujace prawa:
1. A(BC) = (AB)C - mnozenie macierzy jest taczne

2. (A+B)C = AC + BC - mnozenie macierzy jest rozdzielne wzgledem dodawania
3.C(A+B)=CA +CB

4.jezeli A ma wymiar m * n 10 Iy * Apxn = Aman * Ingen = A.

1
2 1 2‘
3

Przyktad: Niech 4 = [(1) _21]'3 = [1 3

MCE
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Wowczas

wwo-fy (B 3 - ff)-l S1-0-10

w

oraz

w

ame=[y )=(2 3 &-p|)-B 2 [ -18)
a wiec zachodzi warunek 1.
Pokazemy, ze zachodzi np. warunek 4. Mamy
bt aze=ly 3]+lg S1=lo 21=4
tartza=ly 3y 1=[p 51=4

Macierz, ktora powstaje z macierzy A= [ a;j] przez zamiang¢ wierszy i kolumn, nazywa si¢ macierza
przestawiong lub macierzg transponowang macierzy A i

oznacza si¢ ja symbolem AT (lub A”):

AT: B= [bij], gdZie bij = aji.

Przyklad:
1 4

_M1 2 31 ,7 _
a=[, 5 ¢4 llE g]

Macierz kwadratowa B= [ b;;] nazywamy odwrotng do A, jezeli AB = | i oznaczamy B=A"
(o ile istnieje) . lloczyn macierzy i macierzy do niej odwrotnej jest przemienny: AA™ = | (i
wtedy tez = A™A).

Przyktad:
. . 1 2
Znajdziemy macierz odwrotng do A = [3 4].

Poniewaz AA™ =1 wigc

5 o [0 d=lo demilseiae spraa=lo 1

Otrzymujemy nastepujacy uktad réwnan:
at+2c=1
b+2d=0 _ _ _3 . 1
3a+4c =0 skad a = Z,b—l,C—Z,d— >
3b+4d =1
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-2 1
A wiec A7t = l 3 1]. Powyzsza metoda obliczania macierzy odwrotnej nie jest
2 2
zalecana. Efektywniejsza metoda bedzie podana pdznie;.

5.3. WYZNACZNIK

7 kazda macierza kwadratowg zwigzana jest liczba zwana wyznacznikiem. Wyznacznik
macierzy A oznaczamy |A| lub det A. Liczba kolumn lub wierszy macierzy jest stopniem
wyznacznika tej macierzy.

Obliczanie wyznacznika zdefiniujemy indukcyjnie:

1) dla n=1 bezposrednio
2) dla ustalonego n poprzez wyznaczniki macierzy stopnia n-1.

Obliczajac wyznacznik stopnia n>1 skorzystamy z pojecia wyznacznika stopnia n-1 zwanego
minorem albo podwyznacznikiem (Mj;) macierzy kwadratowej, gdy n>1.

Minor

Minorem macierzy A=[ ajj Jm xn nazywamy kazdy wyznacznik det B, gdzie B=[ bj; ]s x s jest
macierza kwadratowa otrzymanag przez skreslenie pewnej liczby wierszy 1 kolumn w
macierzy A, wiec s<min (m,n).

Minorem M;; kwadratowej macierzy stopnia n nazywamy wyznacznik det B (i,J) gdzie
B (i,J) (n-1)x (n-1) jest macierza kwadratowa stpnia n-1 otrzymana przez skreslenie i-tego wiersza
oraz j-tej kolumny w macierzy A.

Dopetnienie algebraiczne elementu ajx - Ajj = (-1)i+j M .

MACIERZ DOPELNIEN MACIERZY A: Da
Indukcyjna definicja (obliczanie) wyznacznika:
Jest to liczba det A przyporzadkowana macierzy kwadratowej A (stopnia n) wg nastepujace;j
reguly:
1) jesli A= ai1] jest macierzg kwadratowg stopnia 1, to det A= a;3;
2) jesli A= ajj] jest macierza kwadratowa stopnia n>1 to:

det A =aj; Aipt+aip Aizt ... + @jn Ain  (rozwinigcie wg i-tego wiersza)
lub
det A = ayj Agj+agj Agj+ ... +anj Ayj  (rozwinigcie wg j-tej kolumny),

I<i<n, I1<j<n.
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Powyzsze wzory nazywa si¢ rozwini¢ciem Laplace’a (Twierdzenie Laplace’a)

Pierre-Simone Laplace (1749-1827)

Ta reguta indukcyjna sprowadza obliczanie wyznacznika danej macierzy poprzez obliczanie
wyznacznikOw macierzy nizszych stopni.
Czgsto stosowany symbol :

a;p QAq2 -+ Qqyn
A1 Q3 -+ QAzy
An1 Anz - Qpp

na oznaczenie wyznacznika det A .

Obliczanie wyznacznika macierzy drugiego stopnia

Aby obliczy¢ wyznacznik macierzy drugiego stopnia nalezy przemnozy¢ przeciwlegle
elementy macierzy wedlug ponizszego schematu, a nastgpnie dokona¢ ich odejmowania.
Podczas odejmowania nalezy zwrdci¢ uwagg na to, ktora liczba jest liczbg odejmowang):

a1 Qi

= aq10az; — apa
ayq a22| 1122 — Q120321

Przyklad:
_4_]

Oblicz wyznacznik macierzy A:[é ~
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det[é _74]=2-7—(—4)'5=14—(—20)=14+20=36

Obliczanie wyznacznika macierzy trzeciego stopnia:
Dwa sposoby:

Sposob pierwszy: Za pomoca Twierdzenia Laplace’a:
a) Rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza: det A = aj; Aix +aip Ao+ ... + ain Ain
b) Rozwinigcie wzgledem j-tej kolumny: det A = agj Agj+ agj Agj+ ... + anj Apj

gdzie:
Ajj = (-1)™ M;; (dopetnienie macierzy)
ajj - element macierzy w i-tej kolumnie i j-tym wierszu
Mi;— wyznacznik macierzy powstatej po usunieciu i-tego wiersza i j-tej
kolumny
Warunki: 1<i<n, 1<j<n.

Ad. a)
Rozwinigcie wyznacznika wzgledem drugiego wiersza:

d11 412 413
dp1 dzp dzj
d31 dzz Aadss

<«— Drugi wiersz

det[4] =

det[A] = a21Ax + anAg + a3Az - a21(-1)"" Mz + a(-1)*? Myy + aga(-1)*"*Mas

Przyklad:
2 3 -1
Oblicz wyznacznik dla macierzy: A= 0 1 2]
-23 5
Rozwigzanie:
2 3 -1
det[A]=]0 1 2
-2 5

Numer wiersza i kolumny
elementu 0

~

det[A] = (—1)2+1-0-|§ _51| + (—1)2+2-1-|_22 _51| +(=1)%+3 -2
2 3|

|5, l=0+1-8+(-2)-12=-16

Wyznacznik macierzy po usunigciu
drugiego wiersza i trzeciej kolumny

Z macierzy A
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Ad. b)

Rozwinigcie wyznacznika wzgledem trzeciej kolumny

d11 d12 /413
det[A] = |a21 Az2 a3
d31 dzp dzs

det[A] = a13A13 + ax3An+ a33As33 = a13(-1)""° Mya + as(-1)%"* Mys + ass(-1)*"*Mas

Przyklad:
2 3 -1
Oblicz wyznacznik dla macierzy: A= 0 1 2]
-23 5
Rozwigzanie:
2 3 -1
A=0 1 2
-2 3 5

_ 4143, _4.10 1 _4\243.5.]12 3 _4\3+3.=.12 3
det[4] = (-1) 1 |_2 3| + (=1)2+3.2 |_2 3|+( 1)3+3.5 |0 .
= 1-24(-2)'1245:2=-2—-24+10=—16

Sposob drugi:

Schemat Sarrusa — aby obliczy¢ wyznacznik tg metodg nalezy dwa pierwsze wiersze
skopiowaé pod macierz, a nast¢pnie postepowaé wedlug ponizszego schematu. Zamiast
wierszy mozna skopiowaé dwie pierwsze kolumny i przenies¢ je na lewa strone macierzy.

d;r 4z A
det[A] = adr do» ados =

dz1 dzx ass

dig A A3

dp;  dpp Az

= a41032033 + A31032013 + A31A12033 — A13022031 — Q3032011 — A33A1202q

Przyklad:
2 3 -1
Oblicz wyznacznik macierzy: A= 0 1 2]
-23 5
Rozwigzanie:
detfA]=|0 1
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Wyznaczniki znacznie upraszczaja algorytmy rozwigzywania uktadow wielu réwnan
algebraicznych, wprowadzit je G. Cramer w potowie XVIII w.

& Gabriel Cramer (1704-1752)

Stosujac sposob pierwszy do obliczenia wyznacznika (za pomoca Twierdzenia Laplace’a)
nalezy zapamigtac, ze warto rozwija¢ wyznacznik wzgledem wiersza (kolumny), w ktérym sg
elementy zerowe.

Celem obliczenia zlozonego wyznacznika powinni§my najpierw wprowadzi¢ do macierzy
Zera.
Mozna to zrobi¢ korzystajac z nastepujacych wlasnosci wyznacznikéw:
1. Zamiana dwoch wierszy (kolumn) macierzy zmienia znak wyznacznika
2. Wyznacznik macierzy, w ktorej wszystkie elementy jednego wiersza (kolumny) sa
réwne zeru, jest rowny zeru
3. Wyznacznik macierzy, w ktdrej jeden wiersz (kolumna) zostal pomnozony przez statg
C jest rowny wyznacznikowi macierzy wyjsciowej pomnozonemu przez t¢ stala.
Zatem
det (cA) = c"det (A).
4. Wyznacznik macierzy, w ktorej dwa wiersze (kolumny) sg proporcjonalne jest rowny
Zeru.
5. Jezeli do dowolnego wiersza (kolumny) dodamy inny wiersz (kolumne)
pomnozony przez dowolng liczb¢ rézna od zera to takim przeksztalceniem
macierzy nie zmieniamy wartosci jej wyznacznika !

Obliczanie wyznacznika macierzy czwartego i wyzszego stopnia

Etapy liczenia wyznacznikoOw macierzy stopnia czwartego i wyzszego:

1. Doprowadzenie wiersza (kolumny) do takiej postaci, ze znajdujg si¢ w niej tylko zera

i jedynka (,,wyzerowanie” kolumny/wiersza).
2. Wykreslenie wiersza i kolumny przy uzyciu rozwiniecia Laplace’a.
3. Obliczenie wyznacznika stopnia mniejszego o 1.
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Ad. 1
Aby doprowadzi¢ wiersz lub kolumne do takiej postaci, ze znajduja si¢ w niej tylko zera i
jedynka nalezy zastosowaC operacje elementarne na macierzach (dotycza dowolnych
macierzy):

e Zamiana wierszy (kolumn)

e Mnozenie wiersza (kolumny) przez liczbg

e Dodanie do wiersza (kolumny) innego wiersza (kolumny) pomnozonego (-nej) przez

liczbg
Kolumna w ktorej beda
tylko zera i jedynka
Przyklad:
3 3 1 0
/-1 -2 1 5
Al 2 4 2
3 1 2 -2

»Zerujac” druga kolumne nalezy postuzy¢ si¢ ,,jedynka” z ostatniego wiersza. Nalezy
wykona¢ nastgpujace kroki:

1. Przemnozy¢ czwarty wiersz przez -2 i doda¢ go do trzeciego wiersza:

3 3 1 0 3 3 1 0
-1 -2 1 5 -1 -2 1 5
3 2 4 -2 -3 0 0 2
*(-2
()@33 1 2 -2 3 1 2 -2

2. Przemnozy¢ czwarty wiersz przez 2 i doda¢ go do drugiego wiersza:

3 3 1 0 3 31 0
*2@—1—215 5 05 1
3 0 0 2 3 00 2
3 1 2 -2 3 1 2 -2

3. Przemnozy¢ czwarty wiersz przez -3 i doda¢ go do pierwszego wiersza:

3 31 0 —6 -5 6
*(-3) 5 0 5 1 5 5 1
-3 0 0 2 -3 0 2
3 1 2 -2 3 2 -2
'\,,Wyzerowana” kolumna
Ad. 2

Wykreslenie wiersza i kolumny przy uzyciu rozwiniecia Laplace’a:
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S0 s 1 5 56
30 0 2|zVEDYEIs 501
2 P oY [oY -3 0 2
o p g 4 = L
Ad. 3
Obliczenie wyznacznika stopnia mniejszego o 1:
-6 -5 6
1-(-D**2-|5 5 1/=1-(-60+0+15-(-90)—0—(-50)) = —60 +
-3 0 2
15+ 140 =95 N~ ~

Obliczone'za pomoca
schematu Sarrusa

5.4. OPERACJE ELEMENTARNE NA MACIERZACH

Operacje elementarne na macierzach stuza do przeksztatcania (redukowania) macierzy do
innych postaci po to by uzyska¢ informacje w nich zawarte:
(dotycza dowolnych macierzy):
e Zamiana wierszy (kolumn)
e Mnozenie wiersza (kolumny) przez liczbe
e Dodanie do wiersza (kolumny) innego wiersza (kolumny) pomnozonego (-nej) przez
liczbg

W dalszych rozwazaniach dotyczacych macierzy i ich wykorzystania poslugiwacé si¢
bedziemy glownie operacjami elementarnymi na wierszach.

Postaé wierszowo zredukowana macierzy (posta¢ schodkowa):

1. W kazdym wierszu pierwszy niezerowy element t0 1 (nazywamy ja jedynka
prowadzgca)

2. W kolumnie, w ktorej znajduje si¢ jedynka prowadzaca, wszystkie inne elementy sa
zerami

3. Wiersze zerowe sg na koncu

Dla jednoznacznosci przyjmujemy, ze jedynka prowadzaca w pierwszym wierszu jest na
pierwszej pozycji a pozostate s w miar¢ mozliwosci kolejno na dalszych pozycjach, np.

Posta¢ wierszowo zredukowana macierz to w pewnym sensie macierz najblizsza macierzy
jednostkowej, patrz przyktady:

1 0 O 1 0 0 2 1 0 1 0
0 1 0 1 0 5 0 1 3 O
0 0 1 0 1 1 0 0 0 1
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1 0 1 1 0 1 1 0 1 -1
0 1 3 0 1 3 0o 1 3 2
0 0 O 0 0 0 O

5.5. OBLICZANIE MACIERZY ODWROTNEJ

Dana jest macierz A nieosobliwa, czyli o wyznaczniku réznym od zera.
Macierza odwrotng do macierzy kwadratowej A nazywamy taka macierz Al ze

A-A1=41-4=1

Jezeli Da =[Ajj] (macierz dopetien algebraicznych), to
1
Al = D"
det[A] (Do)

Jezeli det[A] =0, to A NIE ISTNIEJE!

Macierz odwrotng mozna obliczy¢ umiejetnie stosujgc operacje elementarne na wierszach
macierzy.

Aby wigc znalez¢ macierz odwrotng do A przeksztalcamy macierz [A| | ] do macierzy
postaci [I | A71] (o ile jest to mozliwe).

1 0 -1|1 0 0
-1 2 1|0 1 0| (wprowadzamy zerado pierwszej kolumny)
0 1 3|0 0 1
1), Wy,=W,+W, 2). Wy = =%
10 -1(1 0 0 10 -1/1.00
[020110] 01 0|z >0
01 31001 01 3 (001
3). Wy = W3 + (—1)W,: 4). wy =22
10 -1]1 0 0 10 -1|1 0 0
1 1 1 1
01 0 (- - 0 01 0 |- - 0
00 3 |[-2 -11 oo 1 -1 1212
2 2 6 6 3
5)Wj5 =Wy +Ws:
5 1 1
[t ool —¢
1 1
Ilo 105 oJI
1 1 1
00 11-% —5 3
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[ 5 1 17

6 6 3
L |1 1 1[5 -1 2
A" =] = - 0|=—%|3 3 0
2 2 6_1 1 2

1 11

"6 6 3

Rzad macierzy

Rzad macierzy to stopien najwiekszej jej podmacierzy kwadratowej nieosobliwej (czyli
0 wyznaczniku roznym od zera).

Jezeli A= ajj Jmxn rzad macierzy A: rz(A) < min{m,n}.
Rzad macierzy to rowniez liczba jedynek prowadzacych w jej postaci zredukowanej.
Operacje elementarne na wierszach i kolumnach macierzy nie zmieniaja jej rzedu!

Przyklad 1. :

1 234
2-103
0 012

Rzad wynosi 3, gdyz skreslajac np. czwarta kolumne otrzyma si¢ macierz

1 2 3
2-10
0 01

ktdérej wyznacznik wynosi —5.

Przyklad 2. :

1 3 -44

32 -11

1-4 7 5

W, =W, + (-3)W;; W53 =W;3+ (—1)W,; (wprowadzamy zera do pierwszej
kolumny):

1 3 -4 4
0 -7 11 -11
0-711 1

w, = "1’—; (chcemy, by ay; = 1):

13 -4 4
0 1 11 11

7 7
0 -7 11 1
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W' =W;+ (-3)W,;, W3' =W, + 7W, (wprowadzamy zera do drugiej kolumny).

13 2 -3
7
11 11
01 -7 -7
00 0 12
w;3' = % (zamieniamy miejscami kolumny 3 i 4):
102 -2
7 7
11 11
01> -7
001 O

Wy=W;+ ;wg ; Wy =Wy + (— %)W3 (wprowadzamy zera do trzeciej kolumny):

5

1002
010 _17_1 Rzad wynosi 3
0010

Przeksztalcanie macierzy do postaci wierszowo zredukowane;j:

[4 —1 7
3 1 14] wy" =W, + (—1)W, (chcemy, by a;; =1)
2 3 0
(1 -2 =7
3 1 14] W, =W, + (=3)W;; Wy =W;+ (—2)W,; (wprowadzamy zera do pierwszej
2 3 0
kolumny)
1 -2 -7
[0 7 35] Wy =Wy 7, Wy =Ws:7
0 7 14
1 -2 -7
[0 1 5 ] W' =W, + 2W,; W3 = W; + (=)W,
01 2
10 3
[0 1 5]W3’=W3:3
00 -3
103
[0 1 5‘ Wy =Wy + (=3)Ws; W, =W, + (=5)W;
001
1 0 0
0 1 0]
0 0 1
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ROZDZIAL VI

UKELEADY ROWNAN LINIOWYCH

6.1. DEFINICJA UKLADU ROWNAN LINIOWYCH

Uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych X3, X, X3, ...., X, ma nastepujacg postac:
aj1xX1 + aAq12X, + -+ A Xy = b1
az1X1 + A2X7 + -+ ArpnXy = bz

Ap1X1 + QaXy + -+ A Xy, = by,
Uktad rownan liniowych moze mie¢:
¢ niewiadomych wigcej niz réwnan (n > m),
e niewiadomych tyle co rownan (n = m),

e niewiadomych mniej niz rownan (n < m).

Macierz A =(ajj)

a;; aj A1n

azy Qz; azn
A= : : . :

anl anZ A ann

utworzong ze wspotczynnikéw przy niewiadomych X, X, ..., Xn NQZywamy macierzq
wspotczynnikow przy niewiadomych \ub macierzq uktadu rownan liniowych.

68|Strona



Jan Hauke Matematyka - Skrypt dia studentow

Wektor b = (b;) utworzony z prawych stron

b1
b2

_bm_

nazywamy wektorem wyrazow wolnych.

Zatem powyzszy uklad réwnan liniowych mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:

gdzie X = (Xj) oznacza wektor ztozony z kolejnych niewiadomych.

Jezeli n = m, to det A nazywamy wyznacznikiem uktadu rownan liniowych.
Zapisujac macierz A uktadu rownan liniowych w postaci wektora wierszowego

A =laq, ay, .., a,],

gdzie wektor a;(j = 1, 2, ..., n) jest j-tym wektorem kolumnowym macierzy A, uktad réwnan
zapisujemy w postaci

x1aq4 +x3a, + -+ x,a, = b

I nazywamy postacig wektorowg uktadu réwnan liniowych.

Klasyfikacja ukladow rownan liniowych

Rozpatrzmy uktad rdéwnan liniowych

Ax=b
Jezeli wektor b jest wektorem zerowym, to uktad rownan liniowych nazywamy wukfadem
rownan liniowych jednorodnych. W przypadku gdy co najmniej jedna wspotrzedna wektora b
jest r6zna od zera, uktad nazywamy ukladem rownan liniowych niejednorodnych.

Rozwigzaniem uktadu rownan liniowych Ax = b jest kazdy wektor X, ktorego wspotrzedne
spetniajg wszystkie rownania tego uktadu.

Zbioér wszystkich takich wektorow nazywamy zbiorem rozwiqgzan uktadu rownan liniowych.
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Dla kazdego ukladu rownan liniowych zachodzi dokladnie jeden z trzech ponizszych

przypadkow:

a)

b)

c)

AU

zbior rozwigzan ukladu rownan jest zbiorem pustym, tzn. uktad nie ma zadnego
rozwigzania; uktad taki nazywamy uktadem sprzecznym,

zbidr rozwigzan uktadu rownan zawiera dokladnie jeden element, tzn. uktad ma doktadnie
jedno rozwigzanie; uktad taki nazywamy uktadem oznaczonym,

zbidr rozwigzan uktadu zawiera nieskonczenie wiele elementéw, tzn. ukltad ma
nieskonczenie wiele rozwigzan; uktad taki nazywamy uktadem nieoznaczonym.

Mowimy, ze dwa uktady rownan liniowych sa wukfadami rownowaznymi, jezeli kazde
rozwigzanie pierwszego uktadu rownan jest jednoczesnie rozwigzaniem uktadu drugiego i
odwrotnie, kazde rozwigzanie drugiego uktadu rownan jest jednoczesnie rozwigzaniem
uktadu pierwszego.

= [A:b] - macierz uzupetniona uktadu

Twierdzenie Kroneckera-Capelli’ego:

1) rz (AY) >rz (A) - uklad sprzeczny (0 rozw.)
2) rz(AY)=rz(A)=n - uklad oznaczony (1 rozw.)
3) rz(AY) =rz(A)<n - uklad nieoznaczony (oo rozw.),

gdzie n — liczba niewiadomych.

Z twierdzenia Kroneckera — Capelli’ego wynika, ze uktad rownan liniowych jednorodnych
(Ax =0) ma zawsze rozwigzanie. Rozwigzaniem tym jest tak zwane rozwigzanie trywialne

x1=0, x,=0 .. x,=0
Jednoczesnie z twierdzenia Kroneckera — Capelli’ego wynika, ze warunkiem koniecznym 1

dostatecznym istnienia nietrywialnego rozwigzania uktadu réwnan liniowych jednorodnych
jest to, aby rz(A) <n.

6.2. UKLAD CRAMERA
Rozpatrzmy uktad n réwnan liniowych o n niewiadomych

Ax = b,
tzn. macierz A jest macierza kwadratowg stopnia n.

Uktad ten nazywamy uktadem Cramera rownan liniowych, jezeli wyznacznik uktadu jest
r6zny od zera (det(A) # 0).
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Jezeli ukfad jest uktadem Cramera, to istnieje macierz odwrotna A™ (macierz A jest
nieosobliwa). Zatem, mnozac lewostronnie rownanie Ax = b przez A™, otrzymujemy:

A 'Ax=A""b
Poniewaz AYA =1 oraz Ix =X, wiec rozwigzanie uktadu Cramera rownan liniowych jest
postaci:
x=A"1b

1 jest jedynym rozwigzaniem tego uktadu.

Wzébr ten pozwala znalez¢ rozwigzanie uktadéw Cramera rownan liniowych, jezeli istnieje
macierz A i jest znana. Metoda ta nazywana jest metodq rozwigzywania ukladu Cramera
za pomocq macierzy odwrotne;j.

6.3. METODA WYZNACZNIKOWA ROZWIAZYWANIA UKLADU
CRAMERA

Niech uktad Ax=b bedzie uktadem Cramera n rownan
Utworzmy macierze Ai, Az, ..., Apw taki sposob, ze:
A; to macierz, w ktorej pierwsza kolumne A zastgpiono wektorem b,
A; to macierz, w ktorej druga kolumne A zastapiono wektorem b,
Aj to macierz, w ktorej trzecig kolumne A zastgpiono wektorem b,
A\, to macierz, w ktorej n-tg kolumne A zastagpiono wektorem b.
Wtedy jedyne rozwigzanie tego uktadu moze by¢ uzyskane w nastepujacy sposdb
x; = det(4,) /det(4),
x, = det(4,) /det(A),

x3 = det(43) /det(4),

X, = det(4,) /det(A)
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Przyktad: Sprawdzanie warunkéw twierdzenia Kroneckera-Capelli’ego

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym do istnienia rozwigzania uktadu rownan jest
rownos$¢ rzedu macierzy i rzedu macierzy uzupetnione;.

3x+2y—z=1

{x+3y—42=4
x—4y+7z=5

Szukamy rzedu macierzy poprzez operacje elementarne na wierszach i kolumnach (symbol ~
oznacza macierz przeksztalcong poprzez operacje elementarne):

1 3 —4
1 -4 7
1 3 —4]
0 -7 111
1 3 —4]
~10 =7 11| Wy, =W,:(=7)
0 0 0
1 3 -4
~l0 1 =W =w, + (3w,
0 O
1 0 2
~lo 1 _171 Rzad Awysnosi 2 [rz(A) = 2]
0 0 O
1 3 -4 4
AU =13 2 -1 1 Wz = WZ + (_3)W1, W3 = W3 + (_1)W1
1 -4 7 5

1 3 -4 4
0 =7 11 —11| W, = Wy: (=7)
0 -7 11 1

1 3 -4 4
~[00 1 =T S W =Wy (W Wy =W+ W
0 -7 11 1
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10 2 —g
~lo 1 & 1| W;=W;12 (zamieniamy K, zK3)
7 7
0 0 0 12
1 0 2 -2
~ 0w | W= W W Wy = W+ (W
0 1 7 7 1= 1 7 3 2= 2 ( 7) 3
0 0 1 0
r 5
10 075
~|0 1 0 11| Rzad AY wynosi 3.
0 0 1 6

Poniewaz rz(A") > rz(A) wiec uktad nie ma rozwiazania (jest sprzeczny)

6.4. ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN METODA
OPERACJI ELEMENTARNYCH (NA WIERSZACH)
(METODA JORDANO-GAUSSA)

Dokonujac operacji elementarnych na uktadzie

Ax = b,
mozemy go przeksztatci¢ w uktad réwnowazny

Cx=d,

gdzie macierz C jest macierzg wierszowo zredukowang macierzy A

Uklad Cx = d nazywamy postacig bazowa ukladu Ax = b.

Posta¢ bazowaCx = d jest jednoznacznie wyznaczong przez macierz blokowa E = [C|d],
ktora otrzymujemy dokonujac operacji elementarnych na wierszach macierzy uzupetnionej
AY (= [A|b]) . Z postaci bazowej uktadu mozna natychmiast odczyta¢ rozwigzanie uktadu
lub stwierdzi¢, ze uktad jest sprzeczny. Jezeli uktad rownan jest nieoznaczony (tzn. rz(A) <
n), to wsérod rozwigzan wyrdzniamy tzw. rozwigzanie bazowe. Rozwigzaniem bazowym
uktadu réownan liniowych nazywamy takie rozwigzanie, w ktorym wszystkie zmienne
swobodne (niebazowe) sa rowne zeru.
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Przykladowe zadanie:

Rozwigzanie uktadu rownan metodg operacji elementarnych Jordano-Gaussa

x+2y+3z=14
3x+y+2z=11
2x+3y+z=11

Przeksztalcamy zwigzang z uktadem macierz wspotczynnikow (obok macierzy opis operacji
na wskazanych wierszach W; przeksztatcanych do wierszy W; ).

1 2 3|14]
~13 1 211l W, =W, + (=3)W; W3 =W, + (-2)W,
12 3 1111l
1 2 3|14 ]
0 -1 —-51-17.
1 2 3|14
~10 1 23171 W1 = W1 + (—Z)Wz, W3 = W3 + WZ
0 -1 -5I1-17.
1 0 —43|—128]
~l0 1 23| 71 |W3=W3;:18
0 O 1 3 |
1 0 —43|—128]
0 O 1 3 |
1 0 O0]1 x=1
~lo 1 of2|=>{y=2
0 0 113 z=3
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Rozwigzanie uktadu rownan w arkuszu EXCEL — uktad oznaczony

3x1+2x2+x3=4

2x1-x2+2x3=8

4x1-4%x2-3x3=9
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x1 X2 X3 b
3 2 1 4
2 -1 2 8
4 -4 -3 9
1 0,7 0,3 1,3
2 -1 2 8,0
4 -4 -3 9,0
1 0,7 0,3 1,3
0| -2,3 1,3 53
3| 47| -33 7.7
1 0,7 0,3 1,3
0 1| 06| -2,3
0| 47| -33 7,7
1 0 0,7 2.9
0 1| 06| -23
0 0| -60| -3,0
1 0| 0,71 2,9
0 1| 06| -2,3
0 0 1 0,5

x1 X2 x3 b
1 0 0 25
0 1 0| -20
0 0 1 0,5

"W1/3"

"AWLF2HW2"
"AWL*4+HW3"

"W2/(-2,3)"

=x1
=x2
=x3
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Rozwigzanie uktadu rownan w arkuszu EXCEL — ukfad sprzeczny

3x1+2x2+x3=4

2x1-x2+2x3=8

5x1+x2+3x3=9

3 2 1 4 | "W1/3"
2 -1 2 8
5 1 3 9

1 0,7] 03 13
2 -1 2 8,0 | "-Wil1*2+w2"
& 1 3 9,0 | "-W1*5+W3"

1 07| 03 13
0| 23] 1,3] 53] "w2(23)"
4| 03] 27| 17

1 0,7] 03 13

0 03] 27 7,7

0 5] 00 -3,0

1 0| 07 29
0 1| -06 -2,3
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Rozwiazanie uktadu rownan w arkuszu EXCEL — ukfad nieoznaczony

3x1+2x2+x3=4

2x1-x2+2x3=5

5x1+x2+3x3=9
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x1 X2 X3 b
3 2 1 4
2 -1 2 5
5 1 3 9
1 07| 03| 1,3
2 -1 2| 50
5 1 3| 90
1 07| 03| 1,3
0| -23| 13| 23
0] -23| 13| 23
1 07| 03| 1,3
0 1| -06| -1,0
0| -23| 13| 23
1 0| 07| 20
0 1| -06| -1,0
0 0| 00| 0,0

x1+0,7x3=2,0

x2-0,6x3=-1,0

"W1/3"

"-W1*2+W2"
"-W1*5+W3"

"W2/(-2,3)"
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6.5. ROZWIAZYWANIE UKLAD(’)W ROWNAN METODA
NAJMNIEJSZYCH KWADRATOW

Dla ukladu réwnan
Ax = b,

ktory moze by¢ uktadem sprzecznym - nie istnieje wtedy taki wektor X, ze Ax —b = 0
mozna si¢ interesowa¢ namiastkg rozwigzania, czyli takimi wektorami X, ze Ax — b jest
wektorem bliskim wektorowi 0, co mozna na przyktad rozumie¢ poprzez to, ze wektor
c=Ax—-b>b

ma dhugosé bliska 0, gdzie dtugos¢ wektorac = (cq, €z, .., €))7

lell = [ + 3+ + 3
Na plaszczyznie: ¢c=(x,y), dtugos¢ wektora ||c||: v/ x2 + y?

Poszukiwanie minimum
d(x) = min,||Ax — b||

prowadzi do wektora x, ktory jest rozwigzaniem uktadu Bx = ¢, gdzie ATA=B ¢ =A"b, a
zatem przeksztatcamy uklad Ax = b przemnazajac go z lewej strony przez macierz AT i
otrzymujemy uktad

ATAx = ATb
lub
Bx =c

Uktad ten jest zawsze niesprzeczny, a jego rozwigzanie pokrywa si¢ z rozwigzaniem uktadu
Ax=Db, o ile ten jest niesprzeczny.

Rozwigzanie ukladu Bx=c nazywamy rozwigzaniem metody najmniejszych kwadratow
(MNK) uktadu Ax=b
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ROZDZIAL VII

ZADANIA

7.1. ZADANIA POWTORKOWE

Zadania ze szkoty sredniej

1.Narysuj zgrubnie poprzez przesuniecie i przeskalowanie wykres funkcji

a) y=2sin(3x—m)+4,b)y = i:i
2. Rozwiaz nierownos¢
a) 4lx — 2| + |3x — 1| < 2|x| — 3, b)vx—3 < x%—7.

3. Wykaz, ze jesli a+ b =1 i a*> + b*> = 7t0o a* + b* = 31

4. Dla danych punktéw A(1,4) oraz B(2,3) na prostej o rownaniu x + y = 6 znajdz taki
punkt C, ze trjkat ABC ma najmniejszy obwad.

5. Oblicz warto$¢ V2 ++5 + V2 — 5
6. Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m , dla ktorych rownanie

x* — 4mx — m3 + 6m? + m — 2 = Oma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste
X1, Xz takie, ze (X4 — %)% < 8(m + 1).
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7.2. ZADANIA PRZEBIEG ZMIENNOSCI FUNKCJI

Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji:

43_4
Dy==""7— 2y=

3(x-2)
x+4

)y = Bx(x—2) 4)y=31—-x3

X+4

5)y=Ya+27-Yx-27 6y=5=
Ny = ex—x 8)y =In(x?+1)
9y = xei 10)y = %x —arctg(x)

(uzyj pomocniczo program wspomagajacy rysujacy wykresy - na stronie
http://www.graphcalc.com )

7.3. ZADANIA CALKI

ZADANIA Z CALEK NIEOZNACZONYCH

3 o3/5, 5 x3+2vx—Va* 263 -3t 3t+5t V2 (x2 —1)
LS (x* = 3Va% +3)dx, 2 [ dx, 3. [ 2 e, 4, [ S

3 4 X_2%3%
5.]”‘”6";;4@@ 6./ S5 dx, 7. [(3 +24%)% dx, 8. [ T2

1+x d 12. f (1+x) 13 fsm2x

CALKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE
. 2x 1 1 1 X
14.fsm?dx, 15fo+7dx, 16fﬁdx, 17fﬁdx, l8fﬁdx

In3x cosx

1+4sin?x

22X dx, 21.f

x(3lnx+5)

CALKOWANIE PRZEZ CZESCI
24. arcsinx dx, 25. x*sinx dx, 26.[ x*e* dx, 27.[ x?5* dx, 28f

lnx

29.f In*x dx, 30.[ xarctgx dx, 31. f —dx 32flnxdx 33.f xtg?x dx,

34.f x3e*” dx, 35.f xcos?x dx,
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CALKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH
36. f"“d 37. [ S dx, 38.f

x5+1 x+1

xX24+6x45 3 f x+5
x2—6x+5’ Vo4x2x+7

dx, 40.f 5

CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

41. f%dx, 42fcos xdx 43. [ sin®xcos®x dx, 44.[ sin’x dx, 45.] — xdx,
ZADANIA Z CALEK OZNACZONYCH
= N 4 e s

T cosx . V3 oox .
6. fo3mdx, 7.f dx;

OBLICZ POLE OBSZARU OGRANICZONEGO LINIAMI:
8.y=Inx, y=0, x=¢9.y2=4x+4, y=2—x

2
10. y = x?, y%, y = 3x

OBLICZ DLUGOSC LUKU KRZYWEJ:
11. a) y=+va?—x? dla x€[0,a], b)y=Inx dla xe [\/5,2\/?]

OBLICZ OBJETOSC BRYLY POWSTALEJ PRZEZ OBROT DOOKOEA OSI OX :
A. Krzywej:

12. y=Inx dlax€e[l,e] 13.x2+(y—-3)?=1
B. figury plaskiej ograniczonej liniami:
Uy=x?y?=x 15.y>=4—-2x, x+y=2

OBLICZ OBJ ETOSC BRYLY POWSTALEJ PRZEZ OBROT DOOKOLA OSI OY :
A. Krzywej:

16. x = arccosy dla y € (0,1)

B. figury plaskiej ograniczonej liniami:

17.y2=x —x+y+2=018.x=0,y=1, y=sinx dlax € [0,7]
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OBLICZ POLE POWIERZCHNI BRYLY POWSTALEJ PRZEZ OBROT DOOKOLA
OSI OX KRZYWEJ:

19. y=+vx+2 dlax€[12];

Calki niewlasciwe - oblicz:

2 x 1 x+1 0 ex
20. [{ —=dx 2L [ % 22f J_)z 23. 2, -
ooex
24. 7 =0 +2dx25f =dx

7.4. ZADANIA MACIERZE I UKEADY ROWNAN

1. Niech
2 1 4
RS I R R B B

Wykonaj nastepujace dziatania oraz obliczenia - o ile s3 wykonalne

a) AB,AB" A'B,A+3B", A"+B,AB+C,AB+CC',CD, ACD,C'C-D,
by A, D (C'C)? (cC?, D, det(A), det(CCT), det(D) oraz det(E),

2 1 4 1
-1 0 1 2
gdzieE =" _; ¢ 5
0 -1 5 7

2. Rozwiaz uktady rownan przy pomocy macierzy odwrotnych, metody wyznacznikowe;j
(o ile jest to mozliwe) oraz operacji elementarnych na macierzy uzupetnionej uktadu:
a) X1+ 2x, +3x3 =2
2x1 + 3x, +x3 = =5
2x1+x, —x3=5

b) 3x1 + 2%y +x3 =17
2X1 — Xy +2x3 =28
—4x, —3x3 =9
C) 2x1+3x,+ x3=7
3x1 —2x, —3x3 = 2
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d) 2X1+3x2 +X3—2X4=7
3X1 - 2X2 - 3X3 + 9x4_ = 2

e) x;+2x,+x3=1
3x1 —x,+x3=1
2x1 —x, +2x3 =0
Xy —4x, —3x3 =0

Studencie PAMIETAJ!

"Matematyka jest miarg wszystkiego"

Arystoteles

83|Strona



ISBN: 978-83-930742-5-9




